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AVERTISSEMENT. 

Jun composant ce Traité, je n'ai pas eu la 
prétention de faire mieux que les géomètres qui , 
dans ces derniers temps, ont écrit sur cette ma- 
tière ; j'ai voulu compléter la partie élémentaire 
de mon cours. 

Les personnes qui voudront bien prendre con- 
naissance de cet ouvrage, et le comparer avec ceux 
dont on est en possession , reconnaîtront sans peine 
qu'il en diffère par la forme et dans tous les points 
importons. 

Ce Traité ne comportant pas une analyse dé- 
taillée telle qu'on la trouve en tête de quelques 
autres parties de ce cours, [analyse dont la table 
des matières tient lieu , je me bornerai à faire con- 
naître le principe par lequel j'ai remplacé les limites 
et la rédaction à l'absurde. 

Je prendrai pour exemple la recherche de la 
«urface du cercle : après avoir circonscrit un poly- 
gone régulier à un cercle, on est conduit à deux 
égalités, savoir : i°. la surface du polygone égale à 
celle du cercle, plus une quantité indéterminée ou 
variable avec Je nombre des cçtés du polygone j 
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2°. la surface du polygone égale à la moitié du 
produit de son contour par le rayon : or, /en éga- 
lant les seconds membres, remplaçant le périmè- 
tre du polygone *par la circonférence, plus la dif- 
férence entre le premier contour et le second, 
différence encore variable, et dégageant de cette 
égalité là surfaée du cercle , on trouve cette sur- 
face exprimée par le demi- produit de la circon- 
férence par le rayon, plus une somme variable 
avec le périmètre du polygonç; mais comme la 
surface d'un cercle ne peut varier que par son 
rayon , ou , en d autres termes , comme pojur le 
même rayon, Faire du cercle ne peut être mul- 
tiple, on doit rejeter de l'expression de la surface, 
les termes qui introduisent cette indétermination, 
exclusion qui donne pour mesure de la surface, la 
moitié du produit de la circonférence, par le rayon. 

Ce principe , emprunté du calcul différentiel , 
ne laisse, ce me semble, aucun nuage dans l'es- 
prit; et d'ailleurs il a l'avantage de s'appliquer 
d'une manière uniforme dans tous les cas où on 
emploie la réduction à l'absurde, ou les limites 
dont il n'est, en quelque sorte, qu'une traduction; 
il m'a encore servi à passer de la commensurabilité 
à l'incommensurabilité. 

La trigonométrie ne supposant en aucune ma- 
nière les plans ni les solides ou volumes , et d'ail- 



AVERTISSEMENT. III 

leurs les formules qu elle fournit , pouvant servir 
dans plusieurs occasions à simplifier quelques dé- 
monstrations de la géométrie des plans ou des vo- 
lumes , j'ai pensé quelle pouvait être placée im- 
médiatement à la suite de la géométrie plane. 

Des vingt-quatre chapitres dont cet ouvrage se 
compose, le vingt-troisième est une introduction à 
la géométrie descriptive , avec des applications à la 
construction graphique d'une pyramide , lorsqu'on 
connaît trois de ces six élémens , savoir : les trois 
angles linéaires et les trois angles dièdres. Le vingt- 
quatrième contient quelques notions de la poly- 
gonométrie et du levé des plans. 

Quant aux problèmes et aux inverses, je renvoie 
le lecteur à l'ouvrage qui a pour titre : Récipro- 
ques et recueil de théorèmes et de problèmes (*). 

Je suppose avec tous les auteurs de géométrie, 
quelques notions d'algèbre et surtout la théorie 
des équi-quotiens et des suites de rapports égaux. 
J'observerai qu'aux quatre points qu'on interpose 
entre deux rapports égaux , j'ai substitué le sigûe 
= , en conservant les deux points entre les deux 
termes d'un même rapport. 



(*) Cet ouvrage se trouve chez M mc . V e . Courrier, 
libraire, quai des Âugustins. 
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Dans les renvois , je rappelle d'abord le numéro 
du chapitre, ensuite le théorème, le problème, 
ou les définitions et notions, et celles-ci sont 
désignées en cette manière, déf. et 720/. J'omets 
le numéro du chapitre lorsqu'il s'agit du même 
chapitre. 
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CHAPITRE PREMIER. 

Des droites qui se coupent, et des triangles* 
DÉFINITIONS. 

I. JL a Géométrie a pouf objet la mesure de l'étendue j et 
Téteiidue ou l'espace a trois dimensions, longueur, Jor* 
geur et hauteur. 

II. X.a ligne est une longueur sans largeur et sans 
épaisseur; elle n'a donc çi'une des trois dimensions de 
l'espace. 

IÎI. Les extrémités d'une ligne s'appellent points; le 
point n'a donc pas d'étendue. ( . \ !.. 

IV. La ligne droite est le plusjcourt chemin ji'un4K>int 
a un autre ) elle est représentée par un fil tendu , qui donne 
l'idée de la plus courte et de la plus simple des lignes entre 
deux poirià. On peut encore dure que la ligne droite est 
celle qui , en 1 tournant autour dé ses deux extrémités sup-^ 
posées fîtes, n'engendre qu'elle-même. Ainsi d'un point à 
un autre ; ou entre deux points , on ne peut mener qu'une 
seule âroite. : 

V. Un assemblage de Iignes^clroites, tel que ABC DE, 
se nomme ligne brisée. (Fig/x)* 

t. 



VI. Tonte ligne qui n'est ni droite, ni composée de 
lignes droites , se nomme ligne courbe. 

VIL IfOrpqpf «faux droites J^B, Afi se re nc o nt rent 
( F& t )j iVspacjî indéfini qu'elles reafeanent^se nomme 
angle : Y angle est encore l'écartement de deux droites 
qui se coupent, ou rinçHnaison^de^un^ sur loutre; 1^ point 
A de rencontre ou d'intersection des deux droites, se 
nomme sommçt r de t Vqnelf, ,qu, sypnleme nj sommet ; les 
droites AB, AC sont dites côtés de t angle. 

VIII. L'angle se désigne quelquefois par ]a lettre £ du; 
sommet, eeqm ne peut faire équivoque , lorsque A n'est 
sommet que d'un seul angle. Dans le cas contraire , on le 
désigne par trois lettres , en écrivant au milieu celle du 
sommet. Trè&souvent nous désignerons ur^ançl^pari-nn^ 
petite lettré écrite dans son ouverture et tout près du sommet^ 

IX. Le^ droites et les angles sont, comme toutes les 
quantités , soumis aux opérations de l'addition,, soustçao 
tion , multiplication el^ division. 

v X. : * Lorsqu'une droite AB est rencontrée par une droitç 
CD { Fig. 3 ), il se forme deux angle* tels que AEC , 
CED, Ôtt AED, D£B, qu'on nomme angles ^ adjacent , 
ou angles de suite ; puis des r angles tels que AJfC çt'QÇB-, 
ou OEB et AÈD qui ont même spmmet et les ouverture? 
opposées , qu'on nomme at> ig(es r opposés au sqmrpef. 

Xï/ Lorsqu'une droite C D rencontre ( Fig. 4) une autçè 
droite AB de telle manier? que les angles adjacens A pC. 
- Ct)B sont égaux ent^e eu*, chacun de ces angles s'ap- 
pelle angle droit .• alors la droite CD est dite perpendi- 
culaire sur AB. Cette définition exprime que t Cy n'est 
pas phis inclinée vers DB que yerp DA,, ou , en cj'au^res 
termes /que" la droite DC ne penche ni ductyé de JDBni 
«Jucôté^deDA. 
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XU. Noos daignerons l'aigle droit par i* , là somme 

de deux, de trois et de quatre angle» droits, par af, 

S', 4*. 

XIIL Tout angle pins petit qu'un droit , est dit angle 
aigu ; tout angle plus grand qu'un droit, est dit angle obtus. 

XIV. L'espace ABC ( Fig. 5), renfermé entre trois 
droites qui se coupent , Se 'nofimte triangle. On appelle 
triangle àftalatérnl, eéhri qui a ses trois côtés égaux; 
triangle isocèle, oe\\AAQm.àe\xt côtés seulementsont égaux; 
tft triangle scatene , celui qui a Ses trois cotés inégaux. 

XV. Lé triangle rectangle (&g. 6) est celui qui a 
m angle droit : le côté BC, opposé à l'angle droit A, s'ap- 
plle hypoténuse. 

PROBLÈME PREMIER. 

Une droite tant donnée , on ptopoee de la mesurer, ou èc trotfte* éti 
nombre ton rapport avec une autre droite priée pour «misé lé* 
ficaire. (/%". 7). 

Soient AB la droite à mesurer, et ab Vanité linéaité, qui 
sera un terme de comparaison, lorsqu'il s'agira de pk*-> 
sieurs droites : après avoir pesé le point a sur A, on por- 
tera ab sur AB autant de fojs qufil sera possible; et, en 
supposant qu'on ait pu étendre 5 fois ab sur AB , or* 

AB 
aura AB = 5ab f d'ok-^rta S, 

If pettt arriver que l'unité linéaire ab ne soit pas un 

nombre elâCt de fois dans AB , en sorte qu'après l'avoir 

étendue 5 fois sur AB, on ait un reste FB < ab ; si ce 

feste est lui-même contenu dans a6, 3 fois, par exemple ^ 

fe tiers de l'unité de mesure sera 1 fois dans FB, et i5 foi» 

ibis* dans AF; c'est-à-dire, 16 fois dans AB : on aura 

_ rfj _ AB 16 . , . ..„ 

donc AB = -j- o^, ou^j =a»-**t te sera h titre d* la 
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ligne ai qui mesurera exactement AB. Si le reste FB est 
contenu 2 fois" dans ab avec un reste ab' qui sera <^ab\ 
reste qui soit 2 fois dans FB, on aura FB = za'b'; ab 
= 2 FB + ab' = 5a'b'} AB = 5ab + FB — 25a'*' 

+ *a'b' = 27 ûV = /^ ob : donc -^j-=.y. Ainsi 

le cinquième de ab sera 27 fois dans AB. 

Il pourrait arriver qu'aucune sous-division de ab ne 
fût exactement contenue dans AB -> et alors les droites AB 
et ab n'ayant pas de commune mesure , ou n'étant pas, 
en même temps , mensurables par une partie quelconque 
de ab> sont dites incommensurables. (Arith.). Ce qu'il 
est essentiel d'observer, c'est que lors même que deux 
droites sont incommensurables entre elles, ou qu'elles 
ne peuvent contenir exactement une même droite 
quelle qu'elle soit , on peut toujours prendre pour unité 
de mesure une sous-division de Tune de ces droites qui 
devient commensurable , et l'autre est seule incommen- 
surable. Ainsi (Fïg. 8), A B et CD étant deux droites in* 
commensurables entre elles, on pourra prendre pour me- 
sure la dixième partie de AB, par exemple, et le quotient 
de CD par cette unité, sera un nombre entier, plus une 
fraction décimale infinie et non périodique, quotient que 
nous supposerons 7,345853219, etc. 

Dans ce cas , on peut prendre de cette fraction infinie 
une partie telle que 7,3458532, et par là, on com- 
mettra une erreur moindre que 2 cent millionièmes : de 
sorte que, sous cette erreur, les deux droites seront exac- 
tement mesurées par 1 dix millionième; en prenant une 
partie plus considérable de la fraction décimale, on aurait 
une unité de mesure plus petite , et les deux droites dé- 
tiendraient commensurables, sous une erreur moindre 
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qui peut être rendue aussi petite ou aussi voisine de £é*ro 
qu'on voudra : or, comme il est permis de regarder 
comme égales deux quantités dont la différence peut être 
diminuée à volonté, ou être rendue inassignable, on 
pourra toujours étendre à deux jprandeurs incommensu- 
rables ce qui aura été démontré sur deux commensurables. 
Remarque. Le principe précédent est supposé dans 
plusieurs traités de géométrie , ou on conclut du cas de la 
- commensurabilité à celui de l'incommensurabilité. Cepen- 
dant nous n'en ferons pas usage dans cet ouvrage , et nous 
traiterons à part le second cas , en partant d'une considé- 
ration simple que nous substituerons aux limites et à la 
réduction à l * absurde. 

TRJgOREME PREMIER. 

En un point d'une droite, on ne pent élever qu'une seule perpendi- 
culaire à cette. droite. (Fig. g). 

Supposons qu'au point C on puisse élever à AB les 
deux perpendiculaires CD et CR: l'angle ACD serait 
égal à l'angle DCB (déf. XI) : par la même raison, 
l'angle ACK serait égal à l'angle KCB; mais d'ailleurs, 
RCA est > DCA, et DCA ou son égal* DCB est > 
RCB$ donc, h fortiori, RCA est > RCBj consé- 
qaemment ÇR ne peut être une perpendiculaire : on 
prouverait de la même manière que CR' n'en peut être 
une. Donc on ne peut élever en C que la seule perpen- 
diculaire CD à AB. 

THEOREME II. 

Les anales droits sont tous égaux entre eux, ( Fig. 10 ). 

Prenons les quatre distances égales CA=CB = GE 

= GF : on aura AB = EF : si l'on porte EF sur AB , 

de manière que E tombe sur A , et F sur B , les deux 
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droites EF, AB n'en tetomt qu'une ( défin. IV), et le 
point G , milieu de EF, tombera en C , milieu de AB; 
et comme en C on «e peut élever qu'une seule perpen- 
diculaire à AB ( thêor. I ) , nécessairement GH , perpen- 
diculaire en G à EF, et qui l'est devenue en G à AB, coïn- 
cidera avec CD, perpendiculaire en C à AB; donc les 
angles droits ACD , DCB , EGH, HGF seront égaux. 

THÉORÈME III. 

Toute ligne droite CD qui en rencontre une autre A B, fiât avec 
celle-ci deux angles adjacens A CD, DCB, dont la somme est 
égale à deux angles droit». ( Fig. 1 1 ). 

Au point C, élevez sur A B la perpendiculaire CE, 
l'angle ACD = i<* + c (déf. XII ); l'angle DCB = 
ï d — c : en ajoutant ces égalités membre à membre , 
on trouvera ACD -f- I>CB = 2* + c'—c= 2*. 

Corollaire I. Si l'un des deux angles adjacens est droit, ' 
l'autre sera droit. 

Corollaire H. La somme des angles c + c' -f- c" -+• c" 
( Fig. 12 ), formés autour du point C et au-dessus de la 
droite AB, vaut 2 d , puisque cette somme d'angles est égale 
à celle des deux angles adjacens BCF + FCA, ou à BCD -f-, 
DCA. 

Corollaire III. La somme des angles formés autour 
de C (Fig. 12), tant au-dessus qu'au-dessous de la droite 
AB , est =r 2* -f 24= 4*. 

THÉORÈME IV. 

Deux lignes droites qui ont deux points communs , coïncident Tune 
avec l'autre dans toute leur étendue , et ne forment qu'une seule et 
même droite. ( Fig. i3). 

Soient A et B les deux points communs : entre ces 
* deux points les deux droites n'en feront qu'une ( déf, IV ) : 
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supposons que les deux droites puissent se séparer en G 9 
sans cesser d'être droites, pour devenir l'une ACE «I 
l'autre Â£Dj menons en C la droite CF qui fasse avec 
AC l'angle droit ACFj comme chacun des angles FCE, 
FCDserait droit, la partie FCÈ serait égale au tout FCD. 
Or cette conclusion absurde vient de ce qu'on a supposé 
cfue les deux droites pouvaient se séparer en G : donc elles 
n'en feront qu'une à la droite comme k la gauche du 
point G. 

THioREÀE T. 

Si un« droite DE est perpendiculaire à AB, réciproquement AB 
sera perpendiculaire * DE. (Fig. 14 ). 

De ce que DE est perpendiculaire à AB, il s'ensuit que 

(dét XI) l'angle ACD est égal à son adjacent DCB, et que 

chacun de ces angles est droit : mais de ce que Pangle 

À CU est dtoh, il s'ensuit que son adjacent ACE est 

aussi droit (théoi 4 . III ); donc l'angle ACE = ACD, 

et conséquemment AB est , â son tour, perpendiculaire 

s\ur DE. 

*béo*è*e vi. 

Sï deux angles adjacens ÀCD , D CB Talent en somme deux droits , 
îes dent côtés ÀC, £ useront en ligne droite. (Fig. i5 ). 

Si CB n'est pas le prolongement de AC , s'oit CE son 
prolongement; la ligne ACE étant droite, la somme des 
deux angles ACD -f DCE sera = 2 *; mais, d'après 
l'hypothèse, la somme des deux angles ACD -f- DCB = 
a* : donc on aurait ACD -f DCE = ACD + DCB, 
et en retranchant A C D , il resterait D C E = D C B , c'est- 
à dire, la partie égale au toutj conclusion absurde, et qui 
vient de l'hypothèse que CB n'est pas le prolongement 
de AC : donc CB doit être le prolongement de AC. 
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THÉORÈME VII. 

Tontes les fois que deoz droites ce coupent, les angles opposes an 
sommet sont égaux. ( Flg. 16 ). 

Puisque DE est une ligne droite, on a c -f c , = 2 i , 
et puisque A B est une ligne droite ,on a c + c" = 2 <l ; 
Jonc c + c = c 4- c", et en retranchant le même angle 
c de part et d'autre , il reste c'z=zc"$ on démontrerait 
de la même manière que l'angle c est égal à son opposé 
au sommet e ", 

THÉORÈME VIII. 

Deux triangles sont égaux, lorsqu'ils ont un angle égal compris entra 
cotés égaux chacun à chacun. ( Fig. 17 ). 

Soient l'angle A=sD, AB = DE, AC=sDF: on posera 
le sommet D sur le sommet A , et on couchera le côté 
DE sur le côté AB, le point JE tombera sur B; mais k 
cause de l'ouverture D égale à l'ouverture A, le côté DF 
prendra la direction AC, et parce que d'ailleurs DF == 
AC, le point F tombera sur C. Ainsi, les trois sommets 
E r D , F tomberont sur les trois sommets B , A, C, et 
comme entre deux points , on ne peut mener qu'une seule 
droite , les deux triangles se couvriront parfaitement, 

Corollaire. Les angles a et d opposés aux côtés égaux 
BC et EF, les angles c et/*opposés aux côtés égaux AB . 
et DE, les angles 6 et e opposés aux côtés égaux AC et 
D F, sont égaux. 

THÉORÈME IX. 

Deux triangles sont égaux» lorsqu'ils ont un côte égal adjacent à deux 
angles égaux chacun à chacun. (Fig. 17). 

SoientBC=EF, b = e, c=f; si l'on porte le point E 
en B et qu'on couche EF sur BC, le point F tombera en 
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C: si Ton tourne le triangle EDF de manière que le 
sommet D tombe au-dessus de BC, à cause de l'ouver- 
ture e égale à l'ouverture b , le côté ED prendra la direc- 
tion de B A , et le point D tombera sur l'un des points de 
B A; à causé de l'ouvertureyegale à Poùverture c , le coté 
FD prendra la direction de C A, et Je point D tombera 
sur l'un des points de C A. Or , le point G devant se trou- 
ver en même temps sur BA et sur C A , ne pourra tom- 
ber qu'en A, seul point commun aux côtés BA et CA 
(déf. IV) 5 donc les trois sommets E, D, F, seront sur 
les trois sommets B, A, C, et conséquemment l'un des 
triangles couvrira l'autre parfaitement. 

Corollaire, Les angles égaux sont encore ceux qui sont 
opposés aux côtés égaux. 

THÉORÈME X. 
Dans tout triangle, un côte quelconque est pins petit qae la somme 
4 des deux antres. {Fig. 18). 

Car, suivant la définition, la ligne droite A G est le 
plus court chemin de A en C ; donc AC<BA + BC. 

Remarque. La ligne brisée ABC est une enveloppante 
par rapport à la ligne droite AC. 

THÉORÈME XI. 

Si d'un point O pris au dedans du triangle ABC, on mène aux 
deux extrémité» d'un côte AC, les droites OA, OC, la somme 
de ces droites sera moindre que celle des deux autres côtés B A, B C. 
/%. 19). 

En prolongeant la ligne droite AO jusqu'à Ta rencontre 
deBC enD,onaAB + BQ>AD, et en ajoutant DC 
de part et d'antre, AB -f BC > AO + OD -f DC; 
mais OD + DC ^> OC; donc en écrivant OC au lieu 
<Je OD -f- DC , on écrit une quantité trop petite , et on 
a, à fortiori, AB + BÇ> AO + OC. 
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THÉORÈME XII. 

D'un point A , donné hors d'une droite , on ne peut abaisser qu'une 
seule perpendiculaire à cette droite. ( Fig. 20 ). 

Supposons qu'on puisse du point À abaisser les deux 
perpendiculaires AB et AC sur GB; prolongeons AB 
d'une longueur B F = AB, et menons FC : le triangle 
CBF est égal au triafigte.CBA, comme ayant chacun tnt 
angle droit b = V entre deux côtés égaux AB=e:BF, et 
le côté commun BG (théor. XVIII); donc Pangle cs=:c : 
or, l'angle c est droit par hypothèse, donc l'angle c est 
aussi droit. Mais puisque la sommé des angles de &UHte> 
c-f-c =2*', la ligne ACF est droite (théor. VI)» d'où 
il résulterait qu'entre les deux points A et F on pourrait 
mener deux droites distinctes, ce qui est impossible (déf. 
IV ). Donc il est pareillement impossible que du point A» 
on puisse abaisser deux perpendiculaires sur la droite GB. 

THÉOREMK XIII. 

Si d'un point A situe* hors d'une droite D B , on mène la perpendi- 
culaire A B à cette droite , et différentes obliques A C , AD, AE, 
à différées points de cette droite , 

i°. La perpendiculaire sera plus courte que toute oblique 5 

2°. Les deux obliques AC, AE menée» de part et d'autre de ht 
perpendiculaire , à des distances égales B*C* B £ , sont égales - f 

3°. De deux obliques AG, AD, ou A £ et AD menées comme on 
voudra, celle qui s'écarte le plus de la perpendiculaire sera la 
plus longuet ( Fig. ari )» 

r°. Prolongez la perpendiculaire AB d'une longueur" 
BF = BA, et joignez F et C, F et B : le triangle BCF 
est égal au triangle BCA (théor. Y1II) : donc CF=: 
G A j or , ABF ligne droite est plus courte que ACF ligne 
brisée (déf. IV): donc AB moitié de ABF , est moindre 
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que AC moitié de A CF. Donc la perpendiculaire est 
jdus courte que toute oblique. 

a°. A cause de BE = BC, par hypothèse, le triangle 
ABC est égal an triangle ABE (théor. VIII), comme 
ayant chacun un angle droit compris entré les côtés égaux 
AB =r, AB, BC = BE ; donc AE = AC. 

3°. La somme des droites AC + CF est < AD + 
BF (théor. XI); donc la moitié AC de la première somme, 
est plus petite que la moitié AD de la seconde. 

CorotUdre L La perpendiculaire mesure la vraie dis- 
tance d'un point aune droite, puisqu'elle est phis courte 
que toute oblique. 

Corollaire IL D'un même point A, on ne peut mener 
à- une droite trois obliques égates; car, s'il en était ainsi, 
il y aurait d'un mtu i p, cété de la perpendiculaire deux 
oblique* égales, ce qui est impossible (,3°). 

THEOREME XIV. 

Si par le point C , milieu de la droite A B , on élève la perpendicu- 
laire G F sur cette droite; i°. chaque point de cette perpendicu- 
laire sera Igaleurçnt: distant des deux extrémité* de Ta droite AB ; 
3*. tout point situe hors de la perpendiculaire , sera inégalement 
distant des deux. extr«atit& de la droit» AB. ( Fig a»)* 

i°. Puisqu'on snppose AGs CB, les deux obliques 
BA, DB, a'écarèent également de la perpendiculaire 
DC; donc elles sont égales; il en est de même des deux 
obliques EA, EB, et de FA, FB. 

2 Q . Soit un point I hors de la perpendiculaire : si Ton 
joint IA, IB, la droite IA, par exemple, coupera la 
perpendiculaire D C en D, <Poù tirant DB , on aura A D = 
BD, et AD + Dï = DB + DI > IB; donc Aï > TB. 

Remarque I. Puisque deux points fixent la position 
d'une droite , il suit de r°. qu'une droite menée par deux 
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points F et E équidi&tans des extrémités À et B d'une 
droite AB, est perpendiculaire sur le milieu de cette droite. 
Remarque IL Le raisonnement fait 2°. aura lieu quel- 
que voisin que soit le point I de la perpendiculaire DC , 
et de quelque côté de la perpendiculaire que tombe ce 
point. -* . 

. THÉORÈME XV. 

Dettx triangles rectangles sont égaux, lorsqu'ils ont l'hypoténuse 
égale et un côté égal. (Fig. a3). 

Soit l'hypoténuse AC égale à l'hypoténuse DF, et soit 
AB = DEj il s'agit de prouver qu'on aura BC = EF , 
parce qu'alors les deux triangles ayant un angle égal , 
c'est-à-dire j l'angle droit b égal à l'angle droit e, entre 
les cotés AB = DE, et BC =. EF, seront égaux 
(théor. VIII). Supposons qu'on ait df abord BC*> EF : on 
pourra donc sur BC prendre une partie BG = EF, et en 
menant A G, on aurait le triangle ABG égal au triangle 
DEF, comme ayant un angle égal entre cotés égaux j dpnc 
AG=DF : mais , par hypothèse, DF=ACj donc on aurait 
AG = AC : or, ces deux droites sont deux obliques d'un 
même côté de la perpendiculaire AB, qui ne peuvent être 
égales; donc on n'a pas dû supposer BC > EF.On ferait 
voir de la même manière qu'on ne peut supposer BC<[ 
EF, en prenant sur EF une partie EK=BC j on doit donc 
avoir BC=EF. 

Corollaire. Deux obliques égales AC, AE sont éga- 
lement di tantes de la perpendiculaire AB, c'est-à-dire , 
qu'on a BE = BC (Fig. 24 ). D'abord elles sont situées 
l'une à droite , l'autre à gauche de AÇ ( théor. XUt ) : en 
second lieu , les deux triangles rectangles ABC, ABE ayant 
les hypoténuses AC , AE égales , et le côté AB commun , 
«ont égaux, et on en conclut BE =BC, 
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^THÉORÈME XVI. 

Deux triangles sont égaux , lorsqu'ils ont les trois cotés égaux chacun 
à chacun. ( Fig. a5 ). 

Soient AB=DE,AC==DF,BC=EF. Supposons qu'on 
place lepointDsur le point A, et qu'on couche le côtéDFsur 
AC, le point F tombera sur G. Si, après avoir tourné le 
triangle EDF autour de A C, de manière que le point E 
tombe au-dessus de AG , on nie que le sommet E tombe 
en B , ce sommet tombera ailleurs en E , et cette posi- 
tion doit être telle qu'on ait toujours DE ou AE= AB , 
FE ou CE = CB; or si Ton joint les sommets B et E, 
et que de A on abaisse la perpendiculaire AM sur EB, on 
aura (théor. XV coroll.) ME = MB; mais comme aussi 
CE = CB, la perpendiculaire menée de C sur EB doit 
rencontrer EB en M; donc au point M on pourrait élever 
deux perpendiculaires MA et MC à la droite EB, ce qui 
est impossible (théor. I). D'ailleurs on ne peut supposer au 
point E les positions E* et E", puisqu'on aurait (théor. XI) 
AE r + E'C < AB -f BC dans le premier cas, et 
AE" + E"C > AB + BC dans le second, tandis que 
AE' + E'C=AB + BC=AE" + E'C; donc le point 
E ne peut tomber qu'en B. 

Corollaire. Les angles égaux sont encore ceux qui 
sont opposés aux cotes égaux; ainsi a = d, c ==/*, b=.e. 

Remarque générale. Il n'existe donc que quatre ca- 
ractères d'égalité de deux triangles, c'est-à-dire, que 
quatre conditions sous lesquelles deux triangles sont exac- 
tement superposables , puisque l'égalité consiste dans la 
possibilité de l'exacte superposition, ce qui est vrai de 
deux figures quelconques. 
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THÉORÈME XYIL 

Dans tout triangle ABC, l'angle extérieur BCD, c'est-à-dire; 
l'angle forme par nn côté BC, et le prolongement CD d'un autre 
AC, est plus grand crue chacun des deux angles intérieurs^ et BAC* 

En effet, divisons le côté BC en deux parties égales a* 
point F, et menons k droite AFG sur laquelle nous 
prendrons F G =ÀF; joignant C et G, les deux trian- 
gles BFA, CFG seront parfaitement égaux, comme 
ayant, par construction, un angle égal, savoir A PB 
s= CFG (théor. VII) entre les côtés égaux FB=FC, 
AFs^FGj donc (théor. VII, corolL) l'angle FCG= 
b' y donc BCD>6. En prolongeant BC en E, on 
prouvera que l'angle extérieur ACE> BAC : or ACE=t 
BCD (théor. VU); doneBGD>BÀC. 

THÉQfilttE XVIII* 

Si dans un triangle ABC* on abaisse une perpendiculaire BD sa* 
AC, cette perpendiculaire sera plus Tdttiae du plus grand en 
deux angles crue du plus petit, en sort» fue si l'angle «><?, on 
aura DA <DC. (Fig, 27). 

Supposons qu'on puisse avoir AD>DC 1 on pourra 
prendre, à partir de D, la longueur DF±ùBC , e* lé 
point F tombe** entre D et A : on aurait donc BF 
=BG, et l'angle /==*«?, parce fut* les; deax triangle* 
FBD, CBD ont un angle droit compris entre deux . 
côtés égaux ; or (. théor. XVII ), Fangkn éteint <^/==zt* , 
pn aurait à<Zc , ce qui est centre la supposition» S* l'oit 
supposait DAsDC) ou aurait (théor. XV) l'&ngl* 
<*==<?. Ainsi on doit avoir AD < A C. 

Corollaire. Lorsque l'angle msB& r fop*rj»ttdicu&ir# 



DE GÉOMÉTRIE. i5 

BD ne peut être plu? voisine dû l'angle A que de l'angle 
D s donc elle doit tomber au milieu D de AC. 

Remarque. Lorsque la perpendiculaire BD tombe hors 
du triangle ABC {Fïg. 28 ) , l'angle a est><£ qui est > c, 
en observant que l'angle a est extérieur au triangle AB D , 
tt que l'angle BDtC ou son égal BDE est extérieur au 
triangle DBC. 

THÉORÈME XIX, 

l\ Dans mi triangle isocèle, le* angles opposes aux côtts* égaux 
sofxt égaux, et réciproquement; a , dans on triangle éqoilatéral, 
les angles sont égaux. ( Jftg. 29 ). 

1 °. Soit B A= B €. Si Ton joint le, sommet B au milieu 
D du coté opposé AC, les deux triangles AB£V, BDC 
seront égaux , comme ayant les trois côtés égaux chacun 
à chacun ; donc' l'angle-ocz-c. Réciproquement : soit l'angle 
t*acc , la perpendiculaire BD devant tomber au milieu D 
<fe A C (tfaéor XVIII ) , les obliques^ A , BC seront égales. 

2?\ & fa C ou abaisse une perpendiculaire sur B A , k 
cause de CB = CA, on conclura l'angle A=r=B, et 
comme A as €, onauraA=B=C. 

THÉORÈME XX. 

1*. De deux côtes, d'un triangle , celui-là est le pins grand qui est 
opposé au plus grand angle j a , de deux angles d* on triangle , ce- 
lai-là est le plus grand qui est opposé an plus grand coté» (Ftg. 3o% 

x* m Soit 1 a>c; la perpendiculaire BD sera plus voi- 
sine de BA que de BCj donc on aura BC]>BA. 

a*. Soit BC>BA 2 si on pouvait avoir a<>, il en 
résulterait, d'après k directe, BG<BA; ce qui est 
contre la supposition î si l'on pouvait avoii* c=b , on 
conclurait BC=BAj ce qui est pareillement contre 
l'hypothèse : donc on doit avoir a^>e. 
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THÉORÈME XXI. 
Si deux côtés d'un triangle sont respectivement égaux ans dent côtea 
d'un autre triangle , et si d'ailleurs l'angle compris par les pre- 
miers^ e*t plus grand que l'angle compris par les seconds, le troi- 
sième côté du premier triangle sera plus grand crue le troisième 
coté du second. (Fig.Si). 

Soient les deux triangles ABC , DE F dans lesquels 
on ait AB=DE, AC=DF, et l'angle a>d: en po- 
sant le point D sur le point A, et dirigeant le côté DF 
suivant AC , le point F tombera en C , et à cause de 
d<^a , le côté DE tombera suivant A G dans l'angle 
BAC : or , il peut arriver l'un de ces trois cas : i° qu'on 
ait rangle/>c, 2°./=c, 3 /0 

Dans le premier cas, le coté FE tombera en CG au- 
dessous de GB, et le point E sera G extérieur au trian- 
gle BAC : joignons B et G : dans le triangle isocèle . 
ABG , on a l'angle #=ABG , et conséquemment l'an-* 
glè #>GBI ; donc (théor. XVIII) BI>IG : d'ailleurs 
dans le triangle GIC, on a IG + IC>GC; en ajou- 
tant ces inégalités membre à membre , on trouve celle- 
ci BI+IC+IG>IG+GC , et en retranchant I G de 
part et d'autre, et observant que BI-f-IC=BC, on 
a BC>> CG. Ainsi le côté B C opposé au plus grand angle 
a , est plus grand que le côte CG = EF opposé au plus 
petit angle d. 

Dans le second cas , le point G tombant en G' sur BC 
entre C et B, il devient évident qu'on a CG'<XB. 

Dans le troisième cas, le point G' est intérieur au trian- 
gle BAC; donc (théor. XI) AB + BC<AG';-f-G"C f 
et en retranchant d'une part AB, et de l'autre son égal 
AG, il reste BC>CG"(*). 

(*) On peut demander si les côtes A G et C G se rencontreront} 
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CHAPITRE IL 

Des parallèles* 

DÉFINITIONS. 

I. Deux droites ÀB , C D ( Fig. 3a ) sont dîtes parallèles $ 
lorsqu'étant situées clans le même plan, comme celui de la 
planche, elles ne peuvent se rencontrer, quelque loin 
qu'on les prolongé , dans les deux sens. 

II. Une droite telle que R S qui coupe les deux parât* 
IHes , est dite sécante. 

Uî. Les*angles DFG et BGF sont appelés internes 
d'un même côté de la sécante, parce qu'ils sont entre les 
parallèles, et tous deux à droite de la décante. Cette 
dénomination convient encore aux angles CFG et AGF. 

FVt On nomme angles interne , externe d'un même 
côté de la sécante, les angles RGB et RFD, ou plus 
àbréviativement , on les dit angles correspondons : cette 
dénomination convient aux angles RGA, RFC; aux 
angles SFD et SGB, enfin aux apgles SFC, SGA; 
parce qu'ils sont toujours du même côté de la sécante , 
l'un entre les parallèles , et l'autre en dehors. 

mais si l'on observe que, par construction, l'angle GÂCcEDF, 
l'angle ACG=DFE, et que le'côté AC=DF, on verra qu'en posant 
le point A sur D et le point C sur F, le côté A G devra tomber sut 
DE, et C G sur FEj donc, puisque les deux côtes DE, FE sa 
rencontrent, il en est nécessairement de même des côtés AG , C G , et , 
de pi as, le point G doit tomber en E, puisque deux droites ne 
peuvent se couper qu'en un point. 
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V. Les angles RGB et CFR , sont dits alternes, in- 
terne, externe , parce qu'ils sont des deux côtés de la 
sécante, l'un entre les j>araljçtea, Qtlfcutre en dehors: 
il en est de même des angles AGR et RFD, SFDet 
SGA,SFCetSGB t 

VI. Les angles RFD, SGB sont dits externes d'un 
même côté : il en est de même des angles RFC et 
S G A, 

VII. l>s ançles RFP et §GA>, RFC et S GB sont dit* 
externes , alternes. 

TH^QIV^MB PEÇBÇIER. 

Lorsque, deux droites AB, CD situées dan* un mâjuephtn, et cou- 
pées par une troisième RS , sont telles <gu.ç, les angles <ç et h sqo\ 
«fcim,* , jçili* cpie oeft.droiies^ntjÇarapèles,. (/%„ 33). 

EUea, ne peuvent se Fenc<wtr«r ver&P, par4**qu'aJor% 
on aurait l'angle alterne^., plu* gTiancL que, l.'^ngfe in,n 
terne h (L theor. XVII ), <<e qui ser ail, c wtre. h swjh 
position; elles ne peuv*nfc ae ren^njsrsï: v*rs<Q, parce 
qu'alors l'angle interne b, serait plus, graad. que Tangla, 
interne c égal à. l'angle a, ce- qui serait epcû#e CWtW 
la supposition* Donc cea drmieft^ont pasaUèl^SH 

TtfÉORÈME il. 

Par un point F, on ne peut mener qu'une seule parallèle à une 
droite donnée DO. ( Fig. 34 )• 

Puisque deux parattèies ne se rencontrent pas , elle* 
font un angle nul. Abaissons du point F la perpen* 
diculaire PG sur D C , et imaginons du point F des droite* 
FK, FlC, FK", etc. à dîfîerens points de CD; on aura 
(I. tfeéqr. XVII) l'angte droit FGC > FKG, 
FKG > FJVG, FR / Q>'FK , G > etc. ; ainsi -tous, ce* 
angles en K, K', K", e*c. , sont moindres que i* 'ef 
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> o* j mai* eatare i et © on se trouve que «les fractions 
telles que £ , £ , £ , etc. , sans rencontrer zéro : donc, cfè 
toutes fes droites- menée? eotarre on voudra dans l'angle 
AFG, il n'en est qu'une qui fasse avec G D ou CD, un* 
a&gle rnâr îtone peut àoric mener par F qu'une seule 
droite ÀB parallèle à CD. 

tffÉOR'ÉttÉ III. 
Lorsqne deux droites parallèles AB, CD sont couples par une 
UHsième It8, h» angles interbe externe on les angfes côrrespoa- 
dans « ei b sont égaux. {Fifr 3a*). 

Car si l'aagte a est , par etem£îë , plus pefît que b , on 
pourra former au point F un angle RFD'ëgal â b ' , et la' 
èroité FB' séwÂt {Murallèië àOB(tnéor. I);<f ailleurs CD 
est parallèle à AB; donc par F, on pourrait mener deux 
parallèles a ÀB, ce qui est impôssuSle (théor. ÏI ): conclu- 
ù&n à laquelle oè serait encore conduit 1 , en supposant 
l'angle a^>b. 

Remarque. Sil ? ôtt o^serYe cfuél , d'aptes lé tneorèmël, 
les angles a et b doivent être tous deux du même coté de 
la sécante , il est évident qu'on ne peut mener par F 
qu'une seule droite FD faisant avec FR l'angle a =6 ; 
car on en peut mener une r et l'autre ferait un angle plus 
Çrand ou plus petit. 

Ainsi (Fig- 35>) lorsque deux parallèles AB, CD sont cou- 
pées par une droite $. S , si l'on désigne par a r e,d, c 1er 
angles autour d'une intersection , et par 6 , /*, h, g les 
angles autour de l'autre' , on aura a==b, e=f, c=#, d=h. 
GôrbtMr&t Ohxd-^f— 2*, <?+/= i d ,c + h=z 2 *l 
d -f- #= 2* .• en effet , b +/= 2*, et (théor. I) a=b , 
dWc -fl^/rsa* et 1 ainsi des" autres. 

Corollaire W. ©h ad +ÉP= 2*, e tf h=z 2 d : en effet, 
£•+ ^ — ^e* è"35s «, donc tt -f* # ±=2*, et ainsi des autres. 
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Corollaire III. On * a=£, e =#; en effet, h = het 
a=zb, donc a = h. 

Corollaire IV. On a £+ cz=z d ,d +f= 2 d ; en effet, 
a + c = 2 rf , et a = b. 

Corollaire V . On a c = /J <£= & r en effet, c + <f = 2*, 
et ( coroll. IV )f-\-d = z d ; donc c + d=f+ d, et c =/ 

Résumons ces propriétés. Lorsque . deux droites paral- 
lèles sont coupées par une troisième , 

i°. Les angles interne , externe d'un même coté de la 
sécante , ou les angles correspondons , sont égaux; 

2 . Les angles interne, externe, alternes , valent en 
somme deux droits ; 

3°. Les angles externes d'un même côté y aient en 
somme deux droits ; 

4°. l^s angles externes alternes sont égaux ; 

5°. La somme des angles internes d'un même côté, 
vaut deux droits; 

6°. Les angles internes alternes sont égaux, 

THÉORÈME IV. 

Deux droites ÀB, CD perpendiculaires a une troisième AC, sont 
parallèles. (Fig. 36). 

Si les deux droites AB, CD perpendiculaires à RS 
pouvaient se rencontrer en O , on pourrait du point O* 
abaisser deux perpendiculaires OR, OS sur la même 
droite RS , ce qui est impossible (I. théor, XII ). 

THÉORÈME V. 

Deux lignes AB, CD parallèles à une troisième F H, sont paral- 
lèles entre elles. (Fig. $7 )• 

Si les deux droites AB, CD se rencontraient, on 
pourrait de ce point de rencontre , mener deux parallèles 
k une même droite F H , ce qui est impossible (théor. II). 
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THÉORÈME VI, 
Deux parallèles sont partout «gaiement distantes. ( Fig. 38). 

Entre les- deux parallèles AB, CD, qu'on mène partout 
où on voudra les deux perpendiculaires AC, BD , je dis 
que ces deux perpendiculaires seront égales. Les lignes 
AC, BD perpendiculaires à Tune des parallèles, le seront 
à l'autre ( théor. III, coroll. IV) , et &i l'on mène G H per- 
pendiculaire sur le milieu de CD , H G sera aussi perpen- 
diculaire sur AB; de sorte que tous les angles a, c, d, b,g y h 
seront droits; d'où il résulte que la figure ACHG cou- 
vrira exactement la figure GHDB; car en pliant ABDC 
suivant GH , le coté HC prendra la direction HD, parce 
que l'angle &'=&; et , àcause de HC = HD , le point C 
tombera eu D 3 l'angle c étant = d 7 le côté C A se dirigera 
suivant DB , et A tombera sur DB : d'ailleurs g étant 
=£> le point A tombera sur G B ; donc A ne pourra tom- 
ber que sur B ; donc DB=C A. 

THÉORÈME VIT. 

Deux angles acte sont e'gaax, lorsqu'ils ont les deux cotes parallèles, 
et les ouvertures dirigées dans le même sens. (Fig. 39 ). 

En prolongeant B A jusqu'en G, on a l'angle az=zg 
(théor. III ) , et .parce que BG est parallèle à DE , on a 
aussi g = e , donc a = c. 

Remarque. Le théorème précédent a encore lieu, 
lorsque {Fig. 49) les cotés parallèles AC , EF; AB,EG 
sont tels que les ouvertures des angles sont dirigées dans 
des sens contraires : mais les côtés EG et EF ,*AB et AÇ 
étant disposés comme on 1» voit ( Fi g. 41), l'angle e -f- g=s 
i* (théor. III , coroll. IV); or #=*a, donc <?-£*a=a 4 . 
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CHAPITRE III, 

Évaluation, au moyen de l'angle droit, des ftngles 
internes et externes du triangle et des polygones; 
du nombre de toutes les diagonales dans ces 
figures, et de quelques théorèmes sur les paral- 
lélogrammes, 

PÉFINITIQNS, 

ï. L* polygone de quatre cotés , se nomme quadrlla~ 
«ère, 'celui de cinq, pentagone; de six> hexagone; dé 
sept, eptagonè ; de huit , octogone; de neuf, ennéagonef 
«Je dix, décagone; de douze, dodécagone ; de quinze » 
j&Mèdècagone, 

II. Parmi les quadrilatères , on distingue fe cflrr^ qui 
a les cotés égaux , et les angles droits ; le rectangle qui 
a ses angle* droits sans avoir les côtés égaux 5 le paral- 
lélogramme ou rhombe qui a les côtés opposés parallèles; 
le losange dont tous les .côtés sont égaux sans que les an* 
gles soient droits; enfin le trapèze dont deux côtés seu-» 
lement sont parallèles. 

{II. On . appelle diagonale la ligne qui joint les som- 
mets de deux angles quelconques d'un polygone , non 
acjjaeens. 

tMqrhme premier. 

Dans tout triangle ABC, l'angle extérieur est 4gal à la somme de* 
angles intérieurs opposes a et b* ( Fig. 4^ )• 

Menons CE parallèle k AB, les angles a et. c sont 

égaux (JL tfréor. III), les. angles b et ç sont égau* 

II. théor. II, coroll. Y)j ainsi a + 6=ç'+ç"==:BÛ), 
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THÉOfiÈME H. 

lia soumit des trtws angles sVqn triangle vaut celle de deux ongtel 
droits. (jF%. 4?) • 

Reprenons l'égalité a 4- & =: BCD ( théor. I); sii'on 
ajoute de part et d'autre l'angle c , on aura a rj- £ -f- 
c=c+BCD=2*. 

Corollaire I. Connaissant deux angles d'un triangle, 
on trouve le troisième , eh soustrayant la somme de ces 
deux angles de deux angles droits. 

Corollaire IL Si le triangle est isocèle, il suffit 
{ î. tnéor. XtX) de connaître Tun des angles e'gaux pour 
trouver les deux autres angles. 

Corollaire Iîï. Si le triangle est équilatéraï, chacun de ses 
Ùois angles (I. théor. &£&) vaudra £ de a 4 , ou les |de i<*. 

Corollaire IV. S'il y a un angle droit parmi les trois 
angles, la somme des deux autres équivaudra m un droit: 
si le triangle rectangle est isocèle, chacun des angles 
aigus vaudra la moitié d'un croit. 

Corollaire V. tJn triangle ne peut avoir qu'un seul 

angle droit, et, à plus forte raison, qu'un seul angle 

obtus. 

•rfciSôRiMÊ lit. 

La somme de tons les angles extérieurs d'un polygone quelconque, 
est égale à celle de quatre angles droits. ( Fig. 43 ). 

Prenons ini pentagone ABC DE, et prolongeons-en 
les côtés dans ufl même sens , c'est-à-dire , Vers les points 
m,n y p, q, r; si l*ôn prend dans l'intérieur du polygone 
un point quelconque i d'oil l'on mène les parallèles rW, 
in, ip, iq\ ir aux cotes AB, BC, CD, DE, EA, la 
somme des angles autour de i vaudra 4*> donc comme 
ces angles sont rèspèctitenient égaux aux angles exté- 
rieurs b 9 c,d,e 4 a du pentagone , oomaàe fdrmta par* 
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des parallèles, et ayant les ouvertures dirigées dans le 
même sens ( II. the'or. \II ) , il^s'en suit que a *\- b -f- 
c+d + e = /i d . 

Remarque. Nbus ne supposons pas d'angle rentrant 
tel que serait l'angle en D. (Fig. 44). 

THEOREME IV. 

l.a somme des angles io teneurs d'un polygone est égale a i d repëléc 
autant de fois que le polygone à de côlcs moins deux. ( Fig. 43)- 

Considérons toujours le pentagone ABC DE: la somme 
des angles taut intérieurs qu'extérieurs, c'est-à-dire, 
a 4- a\ b + &', c + c, d~t-ct, e -J- //, est égale 5X2^ 
pour avoir la somme ô|es angles intérieurs , H faut de 
5 X 2 d , retrancher la somme àcs angles extérieurs a -f- 
b' + c + d! + e, c'est-à-dire, 2X2^ théor. III ), ce 
qui donnera la différence 5X2* — 2 X 2* = (5 — 2)2*; 
d'où l'on conclut l'énoncé , puisque 5 — 2 est le nombre 
des côtés du polygone moins deux. 

Généralement, le nombre des côtés étant n, la, 
somme des angles intérieurs est (n — 2 ) 2 d , et la somme 
des angles extérieurs est toujours 2 X 2*. 

Corollaire I. La somme de tous les angles intérieure 
est donc égale k 
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Corollaire IL Si tous les angles intérieurs sont égaux; 
entr'eux , la valeur de chaque angle , sera > 
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le triangle, 
le quadrilatère, 
le pentagone. 

! l'hexagone. 

Dans < „ A 

A I octogone. 

le décagone. 

le dodécagone. 

etc. 



PROBLEME PREMIER. 

Connaissant le nombre des côtes d'un polygone, trouver celui de se» 
diagonales différentes. ( Fig* 45). 

De chaque angle d'un polygone tel que ABC DE, 
on peut tirer des diagonales à tous les autres angles , à 
1 exception de celui d'où partent les diagonales, et des 
deux adjacens-, ainsi dé A on ne peut mener que le» 
deux diagonales AD, AC, de B on n'en peut mener que 
deux, deux de C, etc. y donc, pour compter le nombre de 
toutes les diagonales d'un polygone, il faut multiplier le 
nombre des côtés, diminué de trois, reste qui compte le 
nombre des diagonales menées d'un angle à tous les autres, 
par le nombre des angles ou par celui des côtés; en sorte 
qu'en appelant n le nombre des côtés , celui de toutes les 
diagonales sera {n — 3) n : mais on observera que de cette 
manière, on prend deux fois chaque diagonale ; il faudra 

donc diviser ce produit par 2 , ce qui donnera — ~ 

pour le nombre des diagonales différentes. 
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THÉORÈME T. 

Dans an pârtMogtamme , l*. les angle* dont les sommets sôtit aux 
extrémités d'une tourne diagonale, sont «fgauX ; îx°. les côtes oppo- 
ses sont égaux entr'enx j 3°. les deux diagonales se partagent éga- 
lement. (/%. 46). 

i°. Les cotés AC, BD i étant parallèle* , on a l'angle 
c'zzzb'î les côtés BA, DC étant parallèles, on a <? = £ i 
en ajoutant ces égalités , ort trouve c -f- c xs & -f- £'> c'est- 
à-dire C =± B. On prouverait de même que A -= D. 

2°. Les deux triangles ACB, CBD ont un côté égal 
CB adjacent aux angles égaux c r^=ô', b^ic* 7 donc il* 
sont égaux , d'oîi l'on conclut CD =r= AB. On prouverait 
de même que AC re= BD. 

3*. Les deux triangles AEB, DEC ont un côté égal 
AB = CD adjacent aux angles égaux attzd,b~ c$ 
doncAE=±ED, BE = CE. 

THÉORÈME VI. 

Dans le carre et dans le losange > les dent diagonales A t> , fi C , sont 
perpendiculaires l'une à l'autre. (/*f£. 47)* 

Les extrémités B et C de la diagonale BC 9 étant éga- 
lement distantes des extrémités A et D de la diagonale 
AD, d'après la définition de ces figures, BC est perpen* 
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diculaire sur ÀD et réciproquement ( I. théor . XIV, rem. I ), 
et d'après le théorème précédent , ces diagonales se divi- 
sent également. • 

THÉORÈME VII. 

Si les côtes opposes AC et BD , A B et CD d'an quadrilatère sont 
égaux entr'eux , ces côtes sont parallèles, et ce quadrilatère est un 
parallélogramme. (Fig. 46). • 

En menant la diagonale AD , on a les deux triangles 
- ABD, A CD dont Ujs cotés sont égaux chacun a chacun, 
et qui donnent a=z= d, a = //; d'où il résulte que les 
cotés opposés sont , en effet , parallèles. 

THÉORÈME VIII. 

Si dans un quadrilatère deux côtes opposes sont égaux et parallèles , 
les deux autres côtes sont pareillement égaux et parallèles, et la 
figure est mv parallélogramme. (Fig, (fi). 

Soit AB =c C D et de plus A B parallèle à CD : on a 
Fangle aszpd,et les deux triangles A BD , A CD parfai- 
tement égaux, comme ayant un angle égal, entre côtés 
égaux; donc BC » AC, et l'angle d = a, d'où Ton 
conclut le parallélisme des côtés égaux BD et AC. 

THÉORÈME IX. 

ï)eux parallélogrammes sont égaux, lorsqu'ils ont un angle égal 
compris entre deux côtés respectivement égaux. (Fig, 48). 

Soient l'angle e = a, EF = AB , EH = AÇ : si l'on 
pose E sur A et H sur C , le côté EF prendra la direc- 
tion A B, et le point F tombera sur B ; mais FG et BD 
étant en même temps parallèles à AC,et de plus FG 
étant = EH = AC = BD, le point G tombera en D ; 
donc les quatre sommets E , F, G , H seront sur les quatre 
sommets A, 6, D, C-donc les deux figures se couvri* 
ront exactement. 
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CHAPITRE IV. . , " 

Du cercle. 

DÉFINITIONS. 

I. Une circonférence est une ligne courbe ABCD 
X Fig. 49 ) dont tous les points sont également distans 
d'un point intérieur O qu'on nomme centre. 

II. Le cercle est l'espace terminé par la circonférence ,' 
et intérieur à cette circonférence : quelquefois on dit cercle 
au lieu de circonférence ; mais on ne peut être induit en 
erreur si Ton se rappelle que le cercle est une surface-, e^ 
que la circonférence est une ligne. 

III. Toute ligne O M menée du centre à la circonférence, 
•e nomme rayon , ou dem£-diamèlre* Toute ligne A C qui 
passe par le centre et qui se termine de part et d'autre à 
la circonférence , se nomme diamètre. 

IV . En vertu de la définition de la circonférence , tous 
les rayons sout égaux; il en est de même de tous lej 
diamètres. 

V. On appelle arc, une partie de la circonférence, telle 
que ANM. 

VI. La corde, ou sous- tendante de l'arc AN M, est la 
ligne droite A M qui joint ses extrémités. 

VII. Le segment est la surface ou portion de cercle 
comprise entre l'arc et la corde qui le sous-tend. 

Remarque. A la même corde répondent toujours deux 
arcs ANM, MBCDA, et conséquemment deux segmens; 
mais il s'agit toujours du plus petit, à moins qu'on n'ex- 
prime le contraire. 
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yU\. Le secteur est la partie AOMN du cercle, com- 
prise entre un arc et les deux rayons menés aux extré- 
mités de cet arc. 

IX. On appelle sécante une droite qui rencontre la 
circonférence en deux points. 

X. La tangente est une droite qui n'a qu'un point 
commun avec la circonférence. 

XI. Deux circonférences sont dites tangentes l'une & 
Fautre , lorsqu'elles n'ont qu'un point commun, 

XII. Deux circonférences sont dites concentriques f 
lorscraelles ont même centre $ elles sont dites excen- 
triques , lorsqu'elles ont des centres différons. 

XIII. Il suit de la définition que deux -cercles décrits 
du même rayon, et qui ont deux centres différens, sont 
égaux , puisqu'en posant les centres J'un sur l'autre , les 
deux circonférences ayant même centçe et même rayon, ? 
n'en font qu'une, d'oîi résulte l'égalité des cercles (déf. II). 

XIV. On nomme angle au centre , l'angle entre deux 
rayons , parce que son sommet est au centre du cercle. 

THEOREME PREMIER. 

Tont diamètre dirâe le cercle et sa circoof^Dence «a deux parties 
égales. (7^.49),. 

Si l'on plie le cercle suivant lé diamètre A C , l'arc 
ADC coïncidera dans tous ses points avec l'arc ABC; 
car aucun des points de l'arc ADC ne peut tomber ou 
extérieurement, ou intérieurement au demi-cercle ABC, 
sans être à une distance du centre , plus grande ou plus 
petite que le rayon, ce qui serait contre la définition 
de la circonférence. 
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tffÉORÈMË It. 
f Tonte corde est plus petite que le diamètre. ( Fig. $6 y. 
Si aux extrémités de la corde AD on mené les rayons 
CA, CD, on aura le triangle ACD dans lequel A0< 
AC + CD<AB(déf.III) s 

THÉORÈME Ilf. 

• Une, droite ne peut remontrer une circonférence en-plarde deux 
points. 
Car s'il existait trois points de rencontre d'une droite 
et d'une circonférence r les lignes menées du centre à ce* 
trois points de rencontre, seraient trois rayons ,.et consé- 
quemment trois obliques égales, quand d'un point on 
n'en peut mener que deux, à une droite (I. théor. XUI^ 
coroll. II ). 

THÉORÈME IV. 

Deux circonférences décrites du même centre avec des rayons iné- 
gaux, sont parallèles. {Fig. 5r). 

Car on a CD = CG, CB = CFj retranchant la se- 
conde égalité de la première, il reste BEf ==FG. 

Remarque. Nous, verrons bientôt que les différences 
des rayons, BD, FG, sont perpendiculaires aux deux 
circonférences , et comnle ces lignes" sont égales , on eït 
conclut que deux circonférences concentriques sont partout 
également distantes;;, on peut donc las- dire parallèles 

THEaUÈM^E v. 

Sans n» mêmt> cerclé , on daus des cercles de rayons ejjanX'j i°. W 
arc& égaux sent saos^teruins par des cowie* égato»; ar*. nkâpte^ 
qnementIe«^xM^Qfcegaleieo«^t«ndentd«i^rc$.egûi«. {Fig. 5a ^, 

i?. Soient CA« (SE:, etarc AMD = *fc ESG-ilèi 
diamètre E F étant égal au diamètre AB v o» pourra* lèV 
poser l'un sur l'autre , en sorte que les extrémités E et A f 
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F^ B coïncident , et que le demi-cercle EGTT tombe 
att-deisus dé AB; alors Tare ENG couvrira Parc AMD^ 
et le point G tombera sur I>* donc la corde EG aura: 
mêmes extrémités que la corde AD. 

2°. Réciproquement, soit la corde EG=AD : le triangle 
EGO peut être posé sur ADCde manière que les troi* 
sommets coïncident-, puisque ces deux triangles ont le» 
côtés égaux chacun à chacun ; donc J'angle EOG= ACD : 
ainsi en posant le demi -cercle EGF sur son égal ADB, 
de manière que E tombe sur A et F'sur B, le centre O tom* 
bera sur C, OG prendra' la direction €D, le point G 
tombera sur D, et conséquemment Tare ENG ayant tous 
ses points sur Tare AMÏ) et les mêmes extrémités, né 
pourra manquer de coïncider avec Parc ÀftîD. 

Corollaire. Lorsque deux ares- d'un même cercle, ou 
de cercles égaux r sont égaux , kurs< angles an centra 
A€D>, EOG sent-egaux; de plus , le* secteurs AMDC, 
ENGO , et les segmens AmDM, EnGN sont égaux. 

Bans tan* cercle , h Hgufe aunéa da watre vx mUieja M ib Yu$ 
AMB , es*, perpfii^icplake à,l» cor4e AB <j«i son#-tepd ce* arc, 
ejt la divis© en deux parties égales. (/%. 53 ). 

Les arcs AM> MB étant égaux, par hypothèse , les corder 
ÀM, BJB $ont égales; d'ailleurs il en e$$ de même des 
myons CA, CÇ.^donc la-droite CWa deux point&Cefe 
M également distant des deux extrémités A et B $ donc, 
ejle est perpendiculaire sur le, milieu N de la corde A B. 
( I. théor. XIV, rem. I ). 

Corvlfaire* La droite menée fa centre au miUeu\de 
tarç AMB, la droite me^ée du centre au milieu delà*, 
corde AB, la droite me^ée par le milieu de la çoxda 
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et par le milieu de Tare , enfin la droite élevée perpen- 
' diculairement sur le milieu de la corde , ne sont qu'une, 
seule et même droite , puisque deux points fixent la po- 
sition d'une droite. 

Ii E M M E. 

Si sur chacune des droites B A et BC non parallèles, on aère deux 
perpendiculaires DE et F G', ces deux perpendiculaires se rencon- 
treront. (Fig. 54). 4 

&\ ces perpendiculaires ne se rencontraient pas, FG, 
par exemple, serait parallèle à DO; et conséquemmeat 
elle serait la ligne F G', en même temps perpendiculaire 
à BÀ et BF j donc le triangle BFG' aurait deux angles 
droits , conclusion absurde ( III. théor. II ); donc ce» 
perpendiculaires se rencontreront. 

TfcÉORÈME TH. 

Par trois points A , B , C son en ligne droite r i°. on peut toujours? 

faire passer une circonférence de cercle 5 a°. on n'en peut faire 

passer qu'une. {Fig. 55). 

i°. Joignez AB, B€, et sur les milieux D et F de 
ces droites élevez les perpendiculaires DE, F G : on sait 
( lemme ) que ces perpendiculaires se rencontreront en 
O : or, on a (I. théor. XIV ) OA ss OB = OC; donc la 
circonférence décrite de O comme centre, avec Tune de ces 
obliques comme rayon , passera par les trois points A, B, C. 

2°. Si on pouvait faire passer une seconde circon- 
férence par les trois mêmes points , son centre devrait 
se trouver sur DE j il devrait se trouver sur FG; mais 
ces deux perpendiculaires ne peuvent se couper qu'en un 
point : donc il n'y a lieu qu'à une circonférence. 

Corollaire I. Deux circonférences ne peuvent donc 
se couper en plus de deux points ; car si elles avaient trois 
points communs , elles auraient même centre et même 
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rayon , et ne feraient qu'une seule et même circonfé- 
rence ; d'ailleurs , deux circonférences ne peuvent se 
couper , si elles ont même centre et des rayons inégaux 
( théor. IV ) : il faut donc , pour que deux circonférences 
se coupent , qu'elles «aient des centres différens , ou 
qu'elles soient excentriques. 

Corollaire IL On peut donc toujours faire passer une . 
circonférence par les trois sommets d'un triangle. 

THÉORÈME VIII. 

Bans un même cercle, ou dans des cercles e^aux, i°. aile plat grand* 
corde sous-tend nn plus grand arc ; a°. réciproquement un plus 
grand arc est sous-tendu par une plus grande corde. ( Fig. 56 ). 

Nous supposerons que les arcs dont il s'agit , soient 
moindres qu'une demi-circonférence. 

i°. La cordé Cî) étant > CB, l'angle CODsera 
> COB ( I. théor. XXI ) , en sorte que si l'on plie lé 
cercle suivant le diamètre C C , le côté 00 se placera 
en OD' à droite de OBj donc l'arc CBiy qui est égal 
à l'arc CD) sera plus grand que l'arc GB. 

2°. Réciproquement, soit l'arc CD > CB et pre- 
nons arc CD' = arc CD, en sorte qu'on aura arc 
C0 > arc CB i si la corde CD' pouvait être plus 
petite que CB , l'arc C D' ou CD serait , contre l*hypo-i 
thèse, plus petit que CB; si l'on pouvait avoir CD' 
= CB, on aurait, contre l'hypothèse, arc CD' ou. 
CD = arc CBj donc la corde CD' ou CD est > 
corde CB. ' 
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THÉORÈME IX. 

Duisim n4ineeer«ltcmdao«dcoxcepcl«sdefa3roos«ç«ax y l'.deux 
corde* tffctjt* sgnt également éloignée» 4a centre j a°. de. deux corde* 
intgafa , 1a plu* petite est la pins éloignée du centre. 

i°. Les deux, cordes BC ,. C Estant égales (Fîg. 5jX 
leurs moitiés seront égales; mais ces moitiés sont les seg- 
mens ÇP, Çp déterminés par les, perpendiculaires OP, Op 
( théor. VI) : donc h$ triangles reçjtangles OCP, 
OCp sont égaux ( I. théor. XV ), et conséquemment 
les distances OP^ Op sont égales. 

3°. Ul eprd* ÇB étant<la corde CD (Fig. 58 )., l'arc 
G B est < l'arc CD ( théor. VIII ) , en sorte qu'en prenant 
l'arc C^ sa arc CB, on aura arc €6 < arc CD, 
et la corde Cb < la corde CD. Du centre O abais- 
sons les perpendiculaires Op , Op\ OP sur les cordes 
CB, Cb> CD; on aura Op 1 > OM , et OM>OP 
( I. théor.XIII) , donc Op > OP; et à cause de Op s= 
Op , on aura, aussi Op > OP. 

THÉORÈME X. 

Tonte perpendiculaire à l'extrcmiie d'un rayon , est une tangente a la 
droonfrreoce. ( fig. §9 ). 

Soit Tf une perpendiculaire à l'extrémité M du 
rayon OMi; il s'agit de prouver que cette droite T* n'a 
que le point M commun avec la circonférence ( déf. X) : 
en effet, toute oblique ON aussi voisine qu'on, voudra 
de OH, est > OM ( I. théor. XIII ) : conséquent-* 
ment tout point N de la droite *T, autre que M > 
sera extérieur au cercle ( déf. IV ) : ainsi cette droite 
n'aura que le point M commun avec la circonférence. 

Remarque 1. On ne peut mener par M qu'une seule 
tangente; car, si on en pouvait mener une seconde 
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Ml", comme elle ne serait plus perpendiculaire en M 
au rayon QM, ce rayon deviendrait une oblique par 
rapport à MT : on pourrait donc du centre abaisser 
sur Mf une perpendiculaire Qp qui serait < OM; 
conséquemment le point p serait intérieur au cercle , 
et la droite serait une sécante (déf. IX ) et non plut 
une tangente. 

Remarque II. La tangente MT étant perpendiculaire 
an rayon- CM au point de tangence, réciproquement 
le rayon OM est perpendiculaire à MT; donc taper* 
pendiculmre à une tangente au point de tangence , passe 
par le centre* 

THrfORÈïHE Xi. 
Deux cordes parallèles interceptent des arcs égaux. ( Fig. 60 ). 

Si du centre O op abaisse une perpendiculaire OH 
sur la corde MP, elle le sera sur sa parallèle NQ , et on 
aura ( théor. VI. cor. ) NH = QH , MH = PH ; re- 
tranchant la seconde égalité de la première , il restera 
NM:=aQP. 

Remarque. i°. Si la corde MP devient la tangente 
MF en H , elle n'aura pas cessé d'être perpendiculaire 
à OH ( théor. X ) , et cphséquemment d'être parallèle 
à NQ; et on aura arc NH = arc QH. 2 . Si la corde 
MP devient la tangente M f 'P* en h où le rayon HO 
prolongé reûcontoe la circonférence , on aura ire N& 
=QA : donc, en ajoutant ces deux égalités, on trouvera 
arc HNfl — s arc HQft , chacun de ces ares étant une 
demi-circonférence. ( théor. î). 
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THÉORÈME XII. 

Lorsque deux cercles se coupent , la ligne qui joint les deux centre» 
est perpendiculaire à la corde qui joint les deux intersections , et 
elle divise cette corde également. ( Fig. 61 ). 

Les centres O et C se trouvant à des distances égales 
des extrémités A et B de la corde AB , la ligne OG 
est perpendiculaire sur cette corde , et de plus elle Test 
dur son milieu ( I. théor. XTV. rem. I ). 

Remarque. Lorsque les deux cercles se coupent, la 
distance OG des centres est plus petite que la somme 
des rayons OR -|» CIT, condition qui cependant ne 
suffit pas pour que les deux cercles se coupent , puisqu'elle 
a visiblement lieu , lorsque la circonférence du centre C 
est intérieure à la circonférence du centre O ( Fig. 62 ) ; 
mais on a de plus, dans le premier cas, OR < OC 
-f- R'C , ce qui n'a plus lieu dans le second cas , puis- 
qu'au contraire , O R > O C -{- R'C j si le cercle du centre 
C est extérieur au cercle du centre O ( Fig. 63 ) , la con- 
dition OR <OC + R'C a encore lieu, mais la pre- 
mière OC < OR + R'C n'a plus lieu; d'où il faut 
conclure que lorsqu'on a en même temps , la distance 
des centres plus petite que la somme des rayons , et le 
plus grand rayon moindre que le plus petit plus lit dis* 
tance des centres, les deux cercles se coupent, 

THiORXME XIII. 

1°. Si la distance des centres de deux cercles, est <£gsle à la somme 
des rayons , les deux cercles se toucheront extérieurement ; a°. si 
_ . la distance des centres est égale à la différence des rayons , les deux 
cercles se toucheront intérieurement. 

1 °. Les deux cercles auront le point R commun (Fig. 64) ; 
mais ils n'auront que ce point ; car, s'ils en avaient un 
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autre, ils se couperaient, et la distance des centres 
serait plus petite que la somme des rayons , ce qui est 
contre l'hypothèse. n°. Ils auront encore le point R 
commun (Fig. 65), et ils ne peuvent en avoir un autre $ car 
alors ils se couperaient, et le plus grand rayon serait 
moindre que la distance des centres plus le petit rayon ; 
d'où Ton conclurait la distance des centres plus grande 
que la différence des rayons , ce qui est encore contre 
l'hypothèse. 

Corollaire I. Donc , si deux cercles se touchent , soit 
intérieurement, soit extérieurement, les centres et le 
point de contact sont sur la même ligne droite. 

Corollaire II. Dans les deux cas du corollaire précé- 
dent, une perpendiculaire T* à l'extrémité du rayon 
OR , ou du rayon CR , est tangente en même temps 
aux deux cercles ; elle le serait encore à tons les cercles" 
qui toucheraient le cercle de O en R , cercles dont les. 
centres seraient sur la ligne OR. 

THÉORÈME XIV. 

i°. De deux sécantes menées d'un point hors d'un cercle a la partie 
convexe de la circonférence , la plu* courte est celle dont le pro- 
longement passe par le centre , et la plus longue celle qui s'écarte 
le plus de celle-là; a°. de toutes les sécantes menées du même 
point à la partie concave , la plus longue est celle qui passe par le 
centre , et la plus courte celle qui s'en écarte le plus. ( Fig.66). 

Si du point A on conçoit au cercle deux tangentes A*, 
kt qui le touchent en / et *', l'arc t B/ présentera $& con- 
vexité au point A, et l'arc fDi'iui présentera sa con- 
cavité. . ' 

i°. Si l'on joint les points m et ni au centre C, on 
aura km -f* mC > AC; et , en retranchant d'une part 
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mG , et de l'autre son égale BC , il restera Àm > AB. 
D'ailleurs, Àm + m ^ <C Ai»' ■+" w'C (I: théor. XI) j 
en retranchant d'une part m G, et de l'autre m'C, il res- 
tera Ai» < Am. 

a°. Si l'on joint n et ri au centre C, on aura AG 
+ Gn > An, ou AD ^> An. Dans les deux triangles 
ACn, ACn qui ont l'angle ACn > ACn, compris entre 
côtes égaux , le troisième côté An < An. 

Remarque!. Des deux triangles îCn, /Cn qui ont 
l'angle iCn^> iCn compris entre cotés égaux , on 
conclut in > ïri. 

Remarque II. Il serait facile d'étendre ce théorème • 
au cas où le point A serait intérieur au cercle ( Fig. 67 ), et 
on prouverait, 1 9 . que, BD étant un diamètre, AD 
> An, An> Ait, etc.; a°. que AB < Am, Am 
< A m', etc. 

CHAPITRE V. 
De la mesure des angles. 

DÉFINITIONS. 

I. L'angle inscrit est celui dont le sommet est sur la 
circonférence , et qui est formé par deux cordes. 

II. II angle au centre est , comme on l'a déjà défini , 
celui qui a son sommet au centre et qui est formé par 
deux rayons. 

NOTIONS. 

Le grand objet de la géométrie est la mesure de 
l'étendue , c'est-à-dire , l'évaluation des lignes , des sur- 
faces et des volumes f en unités de ligne , de surface 
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ou de volume 5 mais , puisque nous avons Considéré des 
espaces angulaires, nous avons aussi à mesurer ces 
espaces. 

On peut se représenter tra angle quelconque %Â£(Fïg.€iè\ 
c'est-à-dire, l'espace indéfini angulaire entre Yês drôles in- 
définies AB , AC , comme engendré pat ïe mouveTment 
autour du sommet Â de fa droite À 6 assujettie à rester 
dans le plan de la planche. En vertu de ce mouve- 
ment , chaque point de AB décrit un arc de cercle 
qui a pour rayon la distance du point au sommet' A , 
arc compris entre les deux côtés de f angle : ainsi les 
points m , n , p , q , etc. , auront décrit les arcs de 
cercle mm\ nri, pp\ qq, etc. , dans le temps que le 
coté AB a mis à passer de AB dans la nouvelle posi- 
tion AC. 

De plus, il est clair que, lorsque la droite A B aura 
décrit un espace angulaire quelconque égal à une 
partie aliquote quelconque de sa révolution totale , ou 
d'un tour entier autour du sommet A, chacun de ses 
points m , n , p , q , etc. , aura décrit un arc ae cercle 
égal à la même partie atiqupte de la circonférence en- 
tière qui a pour rayon la distance de ce point au som- 
met A. 

Ainsi l'angle B A C n'étant que le rapport âe IVs jfcice 
BAC à l'espace entier engendré par AB tournant autour 
de A jusqu'à revenir dans sa position , ou à la moitié , 
ou au quart de cet espace , on pourra à ce rapport subs- 
tituer le rapport égal entré J'un des arcs nim% nn , etc. , 
et la circonférence entière dont il fait partie , ou sa 
moitié , ou son quart. 

Jusqu'ici nous avons regardé Fangle droit èomme 
l'unité des. angles, et nous l'avons" noté par i*J nous 
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regarderons donc aussi le quart de la circonférence qui 
kù correspond , comme l'unité des arcs , et nous le note- 
rons par i', et pour faire aller ensemble les unités li- 
néaire, angulaire et circulaire, nous prendrons pour 
i* le quart de la circonférence ayant pour rayon l'unité 
linéaire que nous notons par i l . 

L'arc i* a été sous-divisé comme toute ligne prise 
pour unité et qui sert d'échelle ; on l'a partagé en ioo 
parties égales nommées grades; chaque grade en ioo 
parties nommées minutes, et chaque minute en ioo parties 
nommées secondes. Telle est la nouvelle division du cercle 
qu'on nomme décimale, et que nous supposerons toujours 
dans ce traité. Autrefois on divisait le quart de la circonfé- 
rence en 90 parties nommées degrés , chaque degré en 60 
parties nommées minutes, et chaque minute en 60 parties 
nommées secondes» Dans plusieurs ouvrages , on note de 
la même manière les degrés , minutes et secondes dans les. 
deux divisions , en indiquant cependant dans le discours , 
la division qu'on adopte. Il me semble qu'on pourrait 
conserver cette notation °, ', *, pour rappeler les degrés , 
minutes et secondes de la division ancienne ou sexa- 
gésimale , et employer celle-ci, g, ', ", pour rappeler 
le grade, la minute et la seconde de la division déci- 
male : de cette manière , 3e , 3a', 92", traduits en frac- 
tion décimale , seraient o*,a3 32 92 , et réciproquement 
o*,ia 2 4 Ç8 équivaudraient à 12&, 24', 88", en obser-, 
vant que les deux premiers chiffres à droite de la virgule, 
comptent les grades , que le troisième et le quatrième 
comptent les minutes , que le cinquième et le sixième- 
comptent les secondes. 

On pourra donc noter . les sous-divisions de l'angle 
droit par les mêmes sousrdivisions du quart de la eus 
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conférence, ou de i?, pour le rayon i/ 9 et écrire, par 
exemple , o?,25 , au lieu de o d , 25 , puisque l'angle étant 
les x 25 millièmes d'un droit, l'arc décrit de son sommet 
comme centre , est les 25 millièmes d'un quart de cir- 
conférence. 

THÉORÈME PREMIEE. 

Deux angles an centre, dans le même cercle on dans des cercles 
égaux , sont toujours dans le rapport des arcs décrits de leurs som- 
mets , comme centres, et compris entre leurs côtes ; et réciproque- 
ment. (Fig. 6g). 

Nous supposerons les deux angles ACB, DOE 
commensurables ou mensurables par le même angle 
ACa pris pour terme de comparaison, lequel sera, par 
exemple, 7 fois dans ACB et six fois dans DOE : il est 
clair qu'alors l'arc A a sera 7 fois dans l'arc AB y et 6 fois 
dans l'arc DE, et qu'ainsi on aura la proportion 

ACB t DOE = arc AB : arc DE. 

Réciproquement , les arcs A B et DE contenant exacte- 
tement un même arc A a , pris pour terme de comparai- 
son , le premier 7 fois , et le second 6 fois ; si Ton joint les 
points de division aux sommets C et O, on partagera 
l'angle ACB en 7 angles, et le second en 6 angles, égaux, 
entr'eux et à l'angle AC a : on aura donc 

arc AB : arc DE = ACB : DOE. 

Supposons que les deux arcs soient incommensurables 
ou quiine sous-division quelconque de Fun ne puisse être 
exactement contenue dans l'autre ( I. probL ) :• ainsi 
le petit angle ACa étant contenu un certain nom~ 
bre de , fois exactement dans l'angle; ACB , sera 
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contenu dans l'angle DOE nn certain autre nombre de 
foi» avec un reste MOE<AC*i : or les angles ACB, DOM 
étant conunensurables , on aura la proportion 

ACB : DOM ss arc AB : DM : 

soient ACB = A, DOM = B*, DOE = B, arc AB 
e= a 9 arc DM = è', arc DË = &, la proportion 
précédente deviendra 

A:B'=a:&', d'oii B' = A X |- . . (Oj 

mais B' étant moindre que B , et b' moindre que b , on 
peut remplacer B' par B— ^ , et b' par b — y, en posant 
^= MOE , y = arc ME : en sorte que l'égalité (i) de- 
vient, après avoir ajouté ^ de part et d'autre , 

a a a 

et, en divisant par A , 

X— «^ 4 + A- (?) ' 
or le rapport ~ entre deux angles donnés B et A, ne .peut 

A 

avoir qu'une seule valeur , et Cependant ce rapport va- 
rierait par les quantités y et ^ qui diminuent en même 
temps que l'angle A C a qui est arbitraire , et qui devien- 
nent nulles en même temps : donc il ne doit rester dans 1 

B b ) 

l'expression de - que le rapport déterminé - 5 en sorte 

que l'égalité (2) se réduit à 

— = -: d'où B : A = b : a. 
A a 7 

Ce raisonnement prouverait îa proposition inverse dans- 
le cas de l'incommensurabilité des arcs. 

Remarque. CA étant = OD, on a ACB: DOE = 
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arc AB : arc DE. Ainsi DOE tant 1*, auquel 
cas Tare DE = 1*, cette proportion devient ACB: 

, àn ACB arc A B 

1* = arc AB : 1?, ou — 3- = — — % ce qu on exprime 

tbréviatLvement par ACB = arc AB. 

TfféoniME n. 

Tout angle inscrit a pour mesure la moitié' de Tare compris entre 
fee cotes. (Fig. 70 ). 

Soit l'angle ABC, et supposons que le centre O se trouve 
entre ses côté»; si Ton tire BD par le centre, et que Ton 
joigne les points A et C au centre O, on aura leè triangles 
AOB, COB qui donneront l'angle extérieur o = «i-f-£ , 
l'angle extérieur o'fa^ è' + c ( Ûï. théor. I) s trtais lef 
triangles AOB , COB étant isocèles , ona<*-|-& = 2&, 
c -+- b r = 2 b 1 " y donc o + o'=2i + 26', c'est-à-dire, 
l'angle AOC == 2B; et, en prenant les moitiés, 

_ engLAOC ADC. 
B = = 

2 a 

A0C 

Remarque. Il faut entendre par cette égalité B= • 

que l'angle B est à l'angle droit ou i d , dans le même 

ADÇ . a B ±ADC c *_ 

rapport que est a 1% ou que -^j— - — rr— ^ U PP°* 

sons, en second lieu, que le centre soit hor* de l'angle r 
on a 

. «^ *«^ * n * ACD CD ACD-CD AC 

ABC = ABD— CBD = — — :£= — — = — . 

22 2 2 

Corollaire I. L'angle inscrit AB C qui s'appuie sur le 
diamètre AC ( Fig. 71 ) , a pour mesure -y AMC =i^j 
cet angle est donc droit, quelle que soit la position du point 
B sur la demi-circonférence ANC. 

Corollaire II. L'angle inscrit ABC dans un segment 
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plus grand que le demi-cercle ( Fig. 72 ) , a pour mesure 

AMC _ â A . fc , 

«O ; cet angle est donc aigu ainsi que tous ceux 

qui , ayant le sommet sur ANC , s'appuient sur AC. 
Corollaire III. L'angle inscrit ABC dans un segment 

plus petitque le demi-cercle (Fig. 73), a pour mesure 

> i d } cet angle est donc obtus, ainsi que ceux qui, ayant 

le sommet sur ANC, s'appuient sur A G. 

CorbllaireïW '. Si un quadrilatère ABCD(F^\ 74) estins- 

criptible à un cercle , c'est-à-dire , s'il est tel qu'on puisse 

faire passer une circonférence par ses quatre sommets, ses 

angles opposés b et d y ou a et c vaudront en somme n d % 

puisque les deux angles b -f- d, par exemple, ont pour 

mesure la moitié d'une circonférence, c'est-à-dire 2* 

mesure de a*. 

théorème m. 

Tout angle qui a son sommet entre le centre et la circonférence , 
a pour mesure la moitié' de Tare compris entre ses côtes, plus la 
moitié' de Tare compris entre leurs prolongemens. (Fig. ^5). 

Soit l'angle ABC , dont on prolonge les côtés Jusqu'à la 

rencontre de la circonférence en A et C ; joignons A et 

A'PC 
C , A r et C ; l'angle a a pour mesure , l'angle c a pour 

ANC 
mesure $ donc l'angle b 9 qui avec a + c vaut 2* 

(III. théor JI), a pour mesure lamoitié du reste de la circon-r 

férence; c'est-à-dire s — — + — : — • 
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THÉORÈME IV. 

, L'angle forme par deux sécantes, a pour mesure la moitié de Tara 
concave, moins la moitié de Tare convexe. (Fig. 76). 

Soit l'angle ABC , et joignons A et C ; l'angle a a pour 

CPA' ANC 
mesure ^ ; l'angle c a pour mesure ■ j donc celk 

de l'angle a-\-c,est 

CPA'+ANC CPC'-hC'A' + CA'+A'NA . 

2 2 

Or la mesure du troisième angle b devant faire avec celle 
de a + c une demi- circonférence, sera nécessairement 
AMC— A'C 
2 
Autre démonstration. En menant par C une parallèle) 
CD à BA, l'angle 

\ , PMC AMC _AP AMC _ A'C 

r 2 2 2 2 2 

(IV.théor.XI). 

THÉORÈME V. 

L'angle ABC formé par une tangente BA et une corde BC , a pour 
mesure la moitié de Tare sons-tendn par la- corde. ( Ftg, 77 ). 

Au point B élevés la perpendiculaire BD, qui sera 

un diamètre (IV. théor. X, rem. II); on aura 

l'angle ABC = ABD — CBD j or l'angle ABD a pour 

mesure la moitié de la demi-circonférence, et l'angle 

CBD la moitié de l'arc CD; donc la mesure de l'angle 

â „ BNCD CD BNC 
ABC est — — — — - == — — . 
222 
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L'angle formé par une sécante et une tangente , a pour mesure la 
moitié' de l'arc concave compris entre le point de tangente et la 
sécante , moins la moitié de Tare convexe entre le point de tangence 
et la sécante. (Fig. 73 ). 

Soit l'angle ABC, et par D menons la parallèle DE à 
la tangente B A : on aura b = d , et d a pour mesure 

EMC TEMC TE TEMC TD ,„ r _ . „* 

= — = — (IV. théor.XI). 

a a a a a v ' 

THÉORÈME VII. 

L'angle forme par deux tangentes a pour mesure la moitié de l'arc 
concave entre le point de tangence, moins la moitié de l'arc con- 
vexe entre les mêmes points. ( Fig. 79 ). 

$oit l'angle, ABC : si par T on mène une parallèle TN 
à BC, l'angle ATN = ABC; d'ailleurs l'angle AT» 
a pour mesure 

TMK TMIH* ILT TMMT' TET* 

a ~~ a a ^ a a 

(IV.théor.XI). 

« 

CHAPITRE VL 

Mesure des surfaces. 
DÉFIÎIITTONS. 

I. La, hauteur d'un parallélogramme est la per^^diçu- 
laûre qui mesure la distance entre deux cotes parallèles 
qu'on appelle bases. 

II. La hauteur d'un triangle est la perpendiculaire 
menée du sommet d'un angle sur le côté opposé qu'on 
somme base. 
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IIL La hauteur d'un trapèze est la perpendiculaire 
entre les cotés parallèles qu'on nomme bases. 

IV. Uaire ou la surface d'une figure sont des ter- 
mes presque synonymes : * l'aire désigne plus particu- 
lièrement la valeur superficielle < de la figure en unités 
superficielles de mesure. 

V. Nous disons que deux figures sont égales quand 
étant appliquées convenablement l'une sur l'autre, elles 
se couvrent parfaitement : tels sont deux triangles dont 
les trois côtés sont égaux , qui ont un angle égal entre 
deux cotés égaux chacun à chacun , etc. , ou deux cercles 
dont les rayons sont égaux. Nous dirons équivalentes 
deux figures dont les aires contiennent le même nombre 
de fois l'unité superficielle de mesure , quoique cepen- 
dant les surfaces ne soient pas superposables. Nous 
verrons , par exemple , qu'un cercle peut être équi- 
valent à un carré , un triangle à un rectangle , etc. 

NOTIONS. 

Pour mesurer des surfaces, il faut les rapporter à une 
surface qu'on suppose connue , c'est-à*-dire, les évaluer au 
moyen de cette surface. On a choisi pour unité de sur» 
face le carré qui a jK>ur coté l'unité linéaire , et on 
observe que cette surface est celle dont chacun des an- 
gles est l'unité angulaire , ou i d : ainsi , en désignant cette 
surface par i ', on retrouve en même temps dans cette 
unité superficielle l'unité linéaire et l'unité angulaire. 
Ainsi la ligne AB étant l'unité linéaire, le carré ABCD 
sera l'unité superficielle. ( Fig. 80 ). 

Donnons une idée de la manière dont on peut évaluer 
en unités superficielles la surface du rectangle GFEK 
{F£g.8i)i on mesurera la base GF avec l'unité linéaire AB qui 
y sera contenue , par exemple , sept fois , puis on mesu- 
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rera la hauteur GR avec la même unité qui y sera 
contenue, par exemple, trois fois; par tous les pointé 
de division de la base , on mènera des parallèles à la 
hauteur , et par les points de division de la hauteur àe$ 
parallèles à la base : par là la surface rectangulaire 
se trouvera décomposée en autant de carrés tels que 
A|BCD qu'il y a d'unités dans le produit fait du nombre 
des divisions de la base par le nombre des divisions dans 
la hauteur : il est clair que la figure GHIL est égale 
à ABCD, puisque tous les côtés de la première sont 
égaux aux côtés de la seconde, et que les angles sont 
droits dans les deux figures qui seront superposables. 

Supposons actuellement que l'unité linéaire soit 3 4- £ 
fois dans la base du rectangle , et 2 -f- i fois dans la 
hauteur : après avoir réduit ces deux nombres en frac- 
tions qui seront % et ±g- , et ces fractions au même dé- 
nominateur, ce qui donnera f|, t£, on prendra ^ de 
l'unité linéaire pour unité de mesure, et alors l'unité 
superficielle sera le carré qui aura pour côté ^ de 
AB = i/ : or ce carré étant contenu 35 X 22 fois dans le 
rectangle , le carré du côté AB qui contient cent fois le 
premier, d'après ce qui précède, ne sera donc que 

fois dans le même rectangle , c'est-à-dire , y£ X t4 

= ( 3 + ï ) (2+f) fois, facteurs qui indiquent encore le 
nombre de fois que l'unité linéaire est contenue tant dans 
Ja base que dans la hauteur du rectangle* 

THÉORÈME PREMIER. 

L'aire d'an réfet&nglc est égale au produit de ta base par sa hauteur. 
(*fr-8i). 
Nous supposons que la base et la hauteur soient corn- 
mensurables entre elles. 
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Si Ton désigne par S la surface d'un rectangle , par 

B la base , par H la hauteur , et si Ton entend par B 

et H ler-rapports abstraits — , y qui indiquent les nom- 
bres de fois que la base et la hauteur contiennent l'unité 
linéaire, et par i s l'unité superficielle, on a, d'après 
les notions précédentes , 

S=i'X7X~=BxH. 

Supposons , en second lieu , que la base et la hauteur 
soient incommensurables , ou qu'aucune sous-division de la 
hauteur ne soit exactement contenue dans la base : si 
Ton mesure la base G F avec une sous-division quelcon- 
que i de GK, elle sera contenue exactement dans une 
partie GO de GF avec un reste OF<ï. Si l'on désigne 
par s la surface du rectangle GL, sa base GO par B', 
la hauteur GK par H, la surface du rectangle GE 
par S, la base GF par B, l'excès de S sur s par i* 7 et OF 
par y , on aura 

j=S— S i 
et d'après le théorème, et en observant que B'=B— y, 

*=HXB'=HXB— 7 XH i 
égalant les seconds membres, et ajoutant £, il vient 
S=HXB- 7 XH + * 

Or la base G F et la hauteur G K étant données , là 
surface du rectangle GE est déterminée, ou, en d'autres 
termes, sous une base et une hauteur données, un rec- 
tangle ne peut avoir plusieurs surfaces ; il faut donc re- 
jeter de l'expression de S la partie £ — 7 X H qui est va- 
riable ou arbitraire, puisque 7 et S diminuent lorsque i 
diminue , et deviennent nuls en même temps. On a donc 
encore S = HxB, 

4 
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Corollaire. Comme le carré n'est qu'un rectangle dont 
les cotes smi égaux , on aura en désignant toujours Fuit 
des côtés par B , 

S=BXB=*B*. 

THÉORÈME II. 

L'aire d'an triangle est la moitié de celle d'an rectangle de même 
base et de même hauteur. 

I er . cas. Si le triangle DAB est rectangle (Fig. 82) , sa 
surface est visiblement la moitié de celle du rectangle 
ADBC qui a même base DB, et même hauteur AD=CB. 

II*. cas. Si la perpendiculaire AD abaissée du sommet 
A sur la base ( Fig. 83 ) , tombe dans le triangle BAC, alors 
le triangle est composé de deux triangles rectangles ABD, 
AD G dont la somme est la moitié de l'aire du rec- 
tangle BCGFde même base B G et de même hauteur 
AD. 

III*. cas. Si la perpendiculaire AD ( Fig. 84 ) est exté- 
rieure au triangle BAC, ce triangle est la différence des 
triangles rectangles CAD, BAD, c'est-à-dire, la moitié 
de la différence entre les rectangles CGAD et BFAD , 
ce qui fait la moitié du* rectangle BC G F de même base 
BC et de même hauteur AD que le triangle. 

Corollaire I. La surface de tout triangle est donc 
égale à la moitié du produit de sa base par sa hauteur, ce 
qui est une manière abrégée de lire cette formule rigou- 
reuse 

S représentant la surface , 1' l'unité superficielle , et 

B II 

— , — , les rapports de la base et de la hauteur du trian- 
gle à l'unité linéaire. 
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Corollaire II. Deux triangles ayant des Bases et des 
hauteurs égales, ou leurs sommets sur un ^parallèle k 
b base , ont donc leurs surfaces équivalentes. { déf. V ). 

Corollaire III. Les surfaces de deux triangles de même 
base , sont comme les hauteurs , et les surfaces de deux 
triangles de même hauteur, sont dans le rapport des bases, 
ce qu'on tire aisément de la proportion S : S'=BxH; 
B'xH', S et S' représentant les surfaces, B et H la base et 
la hauteur pour la surface S, B' et H' la base et la hauteur 
pour la surface S'. 

Remarque. Tout polygone étant décomposable en 
triangles , on peut en évaluer Paire. 

THÉORÈME III. 

La surface d'un parallélogramme, est égale au produit de sa base par 
sa hauteur. (Fig. 85). 

Soit le parallélogramme ABCD : sa surface est égale 
au double de celle du triangle ABC , puisqu'on a ACD = 
ABC ( III. théor. V) : cette surface est donc exprimée par 
a AB xCH =AB><CH> CH ëUnt la 1^^^ du 

triangle , et conséqùemment celle du parallélogramme. 

Corollaire I. La surface du parallélogramme est donc 
équivalente à celle du rectangle ABB'A' qui a même 
base AB et même hauteur ÇH=BB'=AA'. C'est ce 
dont on s'assure autrement , en observant que les deux 
triangles À A'D , BB'C sont parfaitement égaux , comme 
ayant les côtés égaux BB'=AA', BC=AD, et l'angle 
b=a 7 en sorte que si a chacun d'eux on ajoute le tra- 
pèze ABB'D, il en résultera ABB'A= ABCD, éga- 
lité qui exprime l'équivalence des aires. 

Corollaire II. Les surfaces de deux parallélogrammes, 
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ayant des bases et des hauteurs égales, sont équira- 

lentes. 

Corollaire HI. Les surfaces de deux parallélogrammes 
de même base , sont comme les hauteurs ; et les surfaces 
de deux parallélogrammes de même hauteur, sont comme 
les bases. C'est ce qu'on déduit de la proportion S : S' =z 
B X H : # X H'; S et S' désignant les surfaces , B et H 
la base et la hauteur pour la surface S , B' et H la base 
et la hauteur pour la surface S'. 

THÉORÈME IV. 

L'aire d'an trapèze se troare en multipliant la somme des deux bases 
parallèles par la hauteur et prenant la moitié du produit. (i%. 86). 

Soit le trapèze ÀBCD : sa surface est la somme des 
surfaces des triangles ABC, ACD; en sorte que CH 
étant une perpendiculaire aux côtés parallèles AD , BC , 
on a 

* m/m ADxCH . BCxCH (ADh-BC)CH 
surf.ABCD= -I- = . 

Remarque. On peut énoncer plus simplement l'ex- 
pression de cette surface : en effet, par le milieu I du côté 
AB, menons KL parallèle à CD; l'aire KLCD = CH X 
KD = CH X IM (théor. III); mais le triangle IBL 
étant égal au triangle AIR, comme il est aisé de le 
prouver, en observant que AI = IB , on aura BIKDC -f- 
aire AIK = BIKDC -f- aire UB , c'est-à-dire , ABCD = 
KLCD = IM X CH. Ainsi, Voire d'un trapèze est 
encore exprimée par le produit de sa hauteur par une 
parallèle aux côtés parallèles , également distante de 
ces côtés. 

On démontrera que le point M est aussi le milieu de 
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CD , en sorte que la ligne IM est menée par les milieux 
I et M des cotés non parallèles. 

THÉORÈME V. 

Les surfaces de deux triangles qui ont un angle égal , sont entre ellet 
comme les prodaits on les rectangles des cotes qui comprennent 
, Riiigle *gal. (Fig. 87). 

Soient les deux triangles DAE , BAC qui ont l'angle 
A commun : tirez BE; les deux triangles AEB , AED 
qui ont le sommet E commun , et leurs bases sur la 
droite AB , ont même hauteur, et conséquemment leurs 
surfaces sont entre elles comme leurs bases AB, AD 
( théor. II , coroll. III ); on a donc 

AEB : AED = AB : AD; 

les deux triangles ABC , ABE qui ont le sommet corn-» 

mun B , et leurs bases sur AC , sont comme ces bases : 

on a donc 

ABC : ABE = AC : AE; 

multipliant ces deux proportions par ordre , ou terme à 
terme , et observant que Faire AEB = ABE , on obtient 
ABC : AED = AC X AB : AE X AD. 
Corollaipe. Les deux triangles seraient donc équiva- 
lens, si l'on avait AC X AB ■= AE X AD ( F/g. 88 ) , 
c'est-à-dire, la proportion AB : AD = AE :*AC , ce qui 
aurait lieu, comme on le verra dans le chapitre suivant x 
si la ligne DC était parallèle à BE, 
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CHAPITRE VIL 

Des figures semblables. 

DÉFINITIONS. 

I. Deux figures sont dites semblables y lorsqu'elles ont 
Jes angles égaux chacun à chacun , et les cotés adjacens 
aux angles égaux , proportionnels : ces côtés entre les 
angles égaux , sont dits homologues : on appelle ainsi 
toutes les lignes qui ont la même position dans deux 
ligures semblables. 

Deux figures égales sont toujours semblables, parce 
qu'elles remplissent les deux conditions que nous venons 
d'énoncer ; en effet , les angles sont ' égaux chacun à 
chacun , et le quotient entre deux côtés homologues est 
toujours l'unité. 

II. Dans deux cercles de rayons inégaux , on appelle 
arcs semblables ceux qui sont les mêmes portions des 
circonférences entières, ou qui renferment le même 
nombre de grades et sous-divisions du grade. On appelle 
secteurs semblables et segmens semblables ceux qui ré* 
pondent à deux arcs semblables. 

THÉORÈME PREMIER. 

ILiOrsqn'un des côtes d'un triangle, tel que AB, est divisé en un certain 
nombre de pat lies égales, aux pointsjC, D, E, F, etc., et que par cet 
points de division on raine des parallèles à un autre de ses côtes, 
tel que B P, ces parallèles divisent le troisième côté A P en un 
même nombre de parties égaies* A L , L1NJ, MN, etc. {Fig. 89). 

Si par les points L, M, N, etc. , on mène les paral- 
lèles LG , M H , N I , etc. , à AB , il'en résultera une suite 
de parallélogrammes CDGL, DEHM, etc.; ainsi les 
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lignes AC, LG, MH, etc. , seront égales entr'elles ; d'ailleurs 
les triangles LAC , MLG , NM Ji , etc. , sont parfaitement 
?gaux, comme ayant tous ml côté é$al adjacent k deux 
angles égaux ; savoir : pour les deux triangles LAC, 
MLG, par exemple, AC=IaG, et les angles as=/, 
c^g^ etc. Ainsi AL^LMsssMN, ete* 

€orolhire I. De la suite de rapports ç'gaux 
AC : AL = CD : LM = DE : MN = EF : NO, etc., 
on déduit , par exemple , 

AE:AN = EB:NP=rADîAM,etc. 

Corollaire II. Si Ton a une ligne donnée AP à diviser, 
par'exemple , en six parties égales , on mènera une ligne 
AB faisant avec A P un angle quelconque , sur laquelle on 
portera , à partir de A , six parties égales et quelconques, 
on joindra le cimier point de division. B au point P, et on* 
mènera les parallèles CL , DM , etc. , à BP, et de cette 
manière la ligne AP sera divisée en six parties égalés. 

THÉORÈME II. 

Tonte droite DE menée parallèlement à Y un des trois côtes d'an 
triangle quelconque, tel que BC, divise les deux an Ires côtés 
AB et AC, en parties proportionnelles, c'est- à-4ire, qu'on a, 
i°. AD : DB = AE : AC ; a*. AB : DB = AC : CE } 3°. AB : 
AD = AC:AE. (Fig.go). 

Ce théorème serait un corollaire du précédent, dans le 
cas oii ayant divisé AB et AC en un même nombre de 
parties égales , d'ailleurs quelconques, AD et AE renfer- 
meraient le même nombre de ces parties : mais la démons- 
tration suivante tirée du sixième livre des Èlémens 
(SEucUde , est générale. 

i*. La droite DE étant parallèle au cètéBC, mené» 
les lignes BE et CD ; les deux triangles ADE, CDE 
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égaux en hauteur, parce qu'ils ont le sommet commun 
D, et les bases AE et EC en ligne droite , auront leurs 
surfaces dans le rapport des bases ( théor. II , coroll. III )j 
tn sorte que 

ADE: CDE = ÀE:EC....(i)j 
de même les deux triangles ÀED, BED qui ont le som- 
met E commun, et pour bases A D , DB , donnent la pro- 
portion < 

AED : BED = AD : DB... . (a) j 

mais les triangles DCE , EBD qui ont les sommets C et 
B sur une parallèle CB à la base DE , ayant ainsi même 
base et même hauteur , sont équivalens en surface 
(VI. théor. II , coroll. II ) : v donc, dans les proportions (i) 
et (a) , les premiers rapports étant les mêmes , les seconds 
forment pue proportion , d'où on conclut 

AD:DB = AE:EC... (3). 
a°. De cette proportion on déduit celle-ci : 
AD + DB : DB = AE + EC : EC , 
c'est-à-dire , 

AB:DB=AC:CE. 

3°. De la même proportion (3),. on tire encore 

AD -f DB : AD = AE + EC : AE , 

c'est-à-dire , 

AB; AD = AC:AE. 

THJÉORÈME III. 

Si les cotes d'an triangle sont divisés proportionnellement par la ligne 
DE» ou de manière qu'il en résulte la proportion AD : DB=? 
AE : EC, la ligne BE sera parallèle à la base BC. (Fig. 90). 

Car du point donné D, on ne peut mener qu'une seulq 
parallèle DE à Ja base BC, et (théor. II) on aurait 
AD:DB = AE:EÇj 
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mais du même point D , on ne peut mener qu'un seule- 
droite DE' qui partage le côte' ÀC de telle manière qu'on 
ait AE':E'C = AD:DB: 

or, à cause du rapport commun , on obtiendrait 

AE:EC = AE':E'C, 
d'oii l'on conclurait N 

AC:AE = AC:AE', 
et conséquemment AE=AE', ce qui est absurde : donc la 
droite DE 7 ne peut différer de la parallèle DE à BC. 

THÉORÈME IV. 

Denx triangles eqniangles ont les côtés homologue» proportionnels et 
sont semblables. ( Fig. 91). 

On peut toujours disposer les deux triangles de manière 
que les côtés homologues BC, CE soient dans la même 
direction BE, et qu'ils aient un sommet commun C; 
alors a cause de l'angle b = c , CD sera parallèle à B A , et 
â cause de l'angle e = c', ÈD sera parallèle à CA. En pro- 
longeant les côtés BA, ED jusqu'en F, la figure CDFA sera 
un parallélogramme : or dans le triangle BFE, la ligne 
AC étant parallèle à FE , on a ( théor. II ) 

BC:CE = BA: AFouCD. 
Dans le même triangle BFE ou EBF, CD étant paral- 
lèle à la base BF, on a 

BC:CE = FDouAC:EDj 
ces deux proportions ayant le rapport commun BC t CE , 
donnent cette suite de rapports égaux : 

BC : CE = BA : CD = AC : ED. 
Remarque. Les côtés qui forment les deux termes de 
chacun de ces rapports , sont ceux qui se trouvent oppo- 
sés aux angles égaux dans les deux triangles. 

Corollaire. Deux triangles sont donc semblables , lors- 
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qu'ils sont équiangles, puisque l'égalité des angles emporte 
la proportionnalité des côtés opposés; et comme de l'éga- 
lité de deux angles dans deux triangles, résulte celle àe$ 
troisièmes angles , on peut dire encore que deux triangles 
sont semblables, lorsqu'ils ont deux angles égaux chacun à 

chacun. % 

théorème y. 

Deux triangles «roi ont les cotes homologues proportionnels , sont 
équiangles , et come'quemment semblables. ( Fig. 92 ). 

Supposons que les deux triangles EDF, BAC soient 

tels qu'on ait 

AB : DE = AC j D.F s CB : FE.. .. (1). 
Si l'on prend AG = DE, AH = DF, et qu'on tire 

GH , les deux premiers rapports deviendront 
AB: AG = AC: AH, 

d'où l'on conclura ( théor. JII ) que GH est parallèle h 

BC , et que le triangle AGH est semblable au triangle 

ABC : donc 

AB: AGouDE=BC:GH 1 - , „_ „ 
mais AB:DE = CB:FE / douGH = FE - 
Ainsi les deux triangle» AGH , DE F sont égaux , et 

.comme le premier est semblable au triangle ABC, on 

doit conclure qu'il en est de même du second. 

Remarque* Les cotés qui forment les deux termes de 

chaque rapport, dans la suite (1) de rapports égaux, sont 

précisément ceux qui se trouvent opposés aux angles 

égaux , dans les triangles BAC , EDF. 

THÉORÊM? VI. 

Deux triangles sont semblables , lorsqu'ils ont un angle égal compris 
entre côtes proportionnels. (Fig§i). 

Soient dans les deux triangles ABC, DE F, l'angle 
a = d , et la proportion 
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AB:AC = DE:DF, 
l'égalité des angles a et d permet de donner au triangle 
DEF la position AGH dans le triangle ABC , et alors on 
a la proportion 

AB;AC = AGi AI*, 
d'oii Ton conclura que les deux lignes B G et G H sont pa* 
rallèles , et qu'ainsi # = b zzze , h = c = /: donc les 
triangles ABC , DEF sont équiangles et consequemment 
semblables. ( théor. IV, coroll. ). 

Remarque. Si Ton suppose que les triangles ABC t 
DEF soient équiangles , ce qui est le cas du théorème IV, 
on pourra placer le triangle DEF en AGH , en prenant 
AG = DE , AH = DF , et supposant l'angle A = D , d'où 
Ton conclurait c==.h y et HG parallèle à CB , et consequem- 
ment la proportionnalité des cotés. 

Remarque générale. Le rapport constant des côtés est 
pour les triangles semblables , ce qu'est l'égalité des côtés 
pour les triangles parfaitement égaux ; en sorte que si le 
rapport de deux côtés homologues dans deux triangles sem- 
blables, est un rapport d'égalité , la similitude de ces trian- 
gles se change en égalité , puisqu'alors les côtés sont égaux 
chacun à chacun- ainsi deux triangles qui ont les côtés 
proportionnels , ou un angle égal entre côtés proportion- 
nels, deviendraient égaux, si deux côtés homologues de» 
venaient égaux* » ' 

THÉORÈME VII. 
Deux triangles qui ont les côtes homologues parallèles on perpendi- 
culaires chacun à chacun , sont semblables. 

i°. (Fig. 98). Si le côté AB est parallèle à DE, BC à EF, 
CA àFD, on aura ( IL théor. yil)a=d,b=ze; donc 
aussi c=fy les deux triangles sont donc équiangles et 
consequemment semblables. . 

Remarque. Il faut observer que les parallèles à CB et à 
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C A ne peuvent être Ef et DF' , puisqu'il ne peut y avoir 

de triangle au-dessous de DE. 

2°. (J^'94)- Soient le triangle ABC et un autre triangle 
A'B'C formé par les côtés B'A', CB', A'C perpendiculaires 
aux côtés BA, CB, AC $ dans le quadrilatère FB' GB , cha- 
cun des angles F et G étant droit , on a B + FB'G = n d 
( III. théor. IV) ; mais FB'G+ A / B / C , =2 d ; donc Br^A'B'C 
De même, dans le quadrilatère AFA'H, chacun des angles 
FetHest droit, donc A + FAH = armais FA'H + C'A'B' 
rsra - • donc AœC'A'B' : conséquemment l'angle C= A'C'B'; 
donc enfin les deux triangles sont équiangles et semblables. 

Remarque générale. Dans le premier cas , les rapports 
égaux s'établissent entre les côtés parallèles , et dans le 
second , ils s'établissent entre les côtés perpendiculaires. 
On peut varier de plusieurs manières la position du 
triangle A'B'C 

THÉORÈME VIII* 

Ln ligne DB qui divise également l'angle ABC d'un triangle, divise 
la base AC en deux segmens AD et DC tels qu'on a la propor- 
tion AD : DC =^ BA : BC (Fig. 95). 

Les triangles ABD , DBC ayant leur sommet en B et 
leurs bases en ligne droite , sont comme leurs bases ; 
ainsi ABD : DBC = AD : DC. 

Prenons sur le côté BC > BA une partie B A' = BA ; 
les triangles ABD et DBA' seront égaux , comme ayant 
l'angle ABD = DBA', compris entre BA = B A', et le 
côté commun B D $ mais les triangles BDA' et BDC ayant 
même sommet D et leurs bases en ligne droite , on a 
BDA' ou ABD : BDC = BA' ou B A : BC : 
ces deux proportions ayant le même premier rapport, les 
seconds rapports sont égaux j c'est-à-dire qu'on a 
AD;DC = BA;BC, 
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THÉORÈME IX. 

Les lignes A F, A G , etc. , menées comme on voudra par le sommet 
■ don triangle , divisent la base B et sa parallèle DE proportion- 
nellement, c'est-à-dire qu'on a BF,:DI = FG:IK = GH: 
KL = HC:LE. (Fig.tf). 

Les triangles semblables ÀBF, ADI donnent la pro- 
portion ( the'or. II) 

BF:DI = AF:AI. 
Les triangles semblables AFG , AIK donnent 

FG:IK = AF:AI = AG:AK. 
Les triangles semblables AGH, AKL donnent 
GH : KL = AG : AK = AH : AL. 
Enfin les triangles semblables AHC , ALE donnent 
HC:LE = AH:AL. 

Tous les premiers rapports sont égaux , parce que les 
seconds le sont , et ils forment la suite de rapports égaux 
énoncée. 

Corollaire. Si les parties BF, FG, GH, HC sont 
égales , i( en sera de même des parties DI , I K , KL , LE. 

THÉORÈME X. 

Si de l'angle droit d'un triangle rectangle, on abaisse la perpendicu- 
laire AD sur l'hypoténuse, i°. les deux triangles partiels ABD, 
A CD seront semblables entre eux et au triangle total ABC; 
a°. chaque côté flB ou AC de l'angle droit , sera moyen proportion- 
nel entre l'hypoténuse B G et le segment adjacent BDouDCj 
3° la perpendiculaire JLD sera moyenne proportionnelle entre les 
deux segmens B D, D C de l'hypoténuse. (Fig. 97 ). 

i°. Les triangles BAD, BAC sont semblables , comme 
ayant l'angle b commun et l'angle droit d = A : donc le 
troisième angle a est égal au troisième angle c : ces deux 
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triangles seront donc équiangles et semblables. On prou- 
vera de même la similitude des triangles ADC, ABC, 
d'où il résulte que les trois triangles B AD , D A C , B A C 
font semblables. 

2°. Dans les triangles semblables B AD , BAC, on a la 
proportion 

BD: AB = AB:BC....(i). 

Les triangles semblables DAG , BAC donnent celle-ci 

DC: ACr=AC:BC....(2). 
Les triangles B AD, DAC, semblables à cause de l'angle 
a = c, et des angles droits d et a*, d'où b = a, four* 
lussent la proportion 

BD:AD = AD:DC....(3). 

Corollaire I. Les proportions (i) et (2) donnent 
ÏB'sBDxBC, ÂC? = DCXBC: 
en ajoutant ces deux égalités , on trouve cette propriété 
remarquable 

AB ft + ÂC* = BC ( BD + DC ) = BC x BC = bc% 
qu'on énonce ainsi (VI. théor. I, coroll. ): le carré fait sur 
l'hypoténuse BC d'un triangle rectangle , est égal à fa 
somme des carrés construits sur chacun des côtés A B , 
ACde r angle droit. 

Corollaire II. Si sur l'hypoténuse BC , on décrit une 
demi - circonférence , elle passera par le sommet A de 
l'angle droit (V. théor. II , coroll. I ) , et conséquemment 
on aura ces propriétés : 

i°. D'après (3), la perpendiculaire AD est moyenne 
proportionnelle entre les deux segmens B D , D C du 
diamètre; 

2 . D'après (1) et (2) , la corde A B est moyenne pro- 
portionnelle entre le diamètre B C et le segment adja- 



DE GÉOMÉTME. 65 

cent BD; la corde AC est moyenne proportionnelle entra 
BC et le segment DC. 

Corollaire III. L'es proportions (i) et (3) donnent 

ÂB* : ÂS>* — BD X BC : BD X DC = BC : DC. 
Les proportions (i) et (2) donnent 

ÂB* : AC* = BD X BC : CD X BC = BD : CD. 
On a aussi 

ÂC* : BC a = CD X BC : BC* = CD : BC. 

THÉORÈME XI. 

La droite qoi joint le sommet B de l'angle droit , arec le milieu F de 
l'hypoténuse AC , partage le triangle rectangle ABC en deux 
triangles isocèles BF A, BFC. ( Fig. 98 ). 

Si du milieu F de l'hypoténuse B C , on mené F G pa- 
rallèle à BC, on aura BG = GÀ , parce que AF*= FC » 
donc A F = FB comme obliques qui s'écartent également 
de la perpendiculaire F G : conséquemment FB = F C. 

TfliORÈMB XII. 

Les surfaces de deux triangles semblables sont entr'elles comme 
les carres des côtés homologues. ( Fig. 99 ). 

Soient les angles a=d 9 b=ze)on aura (VI. théor. V), 
a cause de *z = d f 

ABC : DEF = AB X AC : DE X DF... .(1), 
et à cause de la similitude des triangles ABC, DEF, 
AB:DE = AC:DF. 

Si Ton multiplie cette proportion terme à terme par la 
proportion identique , 

AC:DF = AC:DF, 
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on aura celle-ci : 

ABXAC:DEXDF = ÂC*:ÏÏF*....(2}; 

donc à cause d'un rapport commun dans les proportion» 

(i) et (2) , on écrira 

ABC :DEF = AC*:DF*j 
mais de la suite de rapports égaux 

AC : DF = AB : DE = BC : EF, 
on conclut 

ÂC ft : DF* = AB* : DE* = BC* : ÈF* 
et conséquemment 

ABC: DEF=AC* :DF*=ÂB*:DË*=BC* : H*. 

THÉORÈME XIII. 

lies parues de deux cordes A B , CD qui se coupent dans un cercle, 
sont réciproquement proportionnelles 5 c'est -À -dire qu'on a 
AO:CO = DO:OB,(%. 100). 

Joignant A et C, D et B, l'angle a^zd 9 comme 
ayant pour mesure la moitié de l'arc CB , et c=£ comme 
ayant pour mesure la moitié de l'arc AD : les triangles AOC, 
DOB sont donc semblables, et on en tirera proportion 
énoncée. 

Corollaire. De cette proportion on déduit 

AOxOB = DOxCO, 

'égalité qui exprime que le rectangle des deux parties 
d'une corde , est égal au rectangle des deux parties de 
l'autre. 
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THÉORÈME XIV. 

Si d'an point O pria hors d'an cercle, on mène les sécantes O B, O Q 
les sécantes entières seront réciproquement proportionnelles à. 
leurs parties extérieures ; c'est-à-dire qu'on aura O B : O C = 
OD: OA. (Fig. 101 ). 

En joignant A et C , B et D , les deux triangles sem- 
blables O AC , ODB , à cause.de l'angle b = c et de l'an- 
gle O commun , donnent la proportion énoncée. 

Corollaire. De cette proportion on déduit 

OBxOA = OCxODj 

c'est-à-dire , le rectangle fait sur une sécante et sa partie 
extérieure , est égal au rectangle analogue sur l'autre sé- 
cante. 

THÉORÈME XV. 

Si d'un même point pris hors d'un -cercle, On mène une tangente 
O A et tme sécante OC , la tangente sera moyenne proportion- 
nelle entre la sécante et sa partie extérieure; c'eslAdire qu'on 
auraOC:OA=OA2 0D. (Fig. 102). 

En joignant les points A et C , A et D , on a les deux 
triangles semblables OAC, OAD, à cause de l'angle 
O A D = c , et de l'angle O commun , d'où Ton déduit la 
proportion énoncée* 

Corollaire I* Cette proportion donne 

OA* = OCxOD, 

donc le carré fait sur la tangente, est égal au rectangle . 
fait sur la sécante entière et sa partie extérieure. 

Corollaire U. On aurait de même à l'égard de la tan-' 
gente OB , la propriété 

OB* = OCxOD, 

donc ÔA* = OB* 9 d'oii l'on conclut , en extrayant la ra- 

5 
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cine carrée de part &. d'autre , O A i=OB. Ainsi , si d'un 
point <}^ >on mène deux tangentes à un cercle > la portion 
de cestmngentes , entrcQ , et les points de mutant A et T$' p 
•sont agates, D&hc Jaîlignexjui ^joint le point O , au centre 
M du cercle, est perpendiculaire sûr le milieu de là Corde 
AB , et ^hvise également l'angle AOtë ^ki triangle iso- 
tsëleÀOB. 

*ROBLÈM*. 

Diviser une ligne AB en" moyenne et extrême raison , cW-à-cttre, 
en deux parties tcUcs que la plus grande soit moyenne pioporiion- 
• .neile entre la Ugne entière et l'autre partie. ( Fig> io3 }. 

A iTeatrànité fi de k l^gne AB, «levé* te perpendicu- 
laire BC égale à la moitié de AB, du point C cornue 
centre et du rayon CB décrives une circonférence , tîrex 
A C ^ui coupera la circonférence en D et E , et prenai 
A F = A D : la droite AB sera divisée au point F en deux 
-parties telles qu'on aura AB : AF ï= AF : FB. 

En effet, AB étant perpendiculaire à rextrémîté du 
tayon C B, est une tangente , et on a ( rhéor. XV ) 

AE:AB = AB:AD, 
donc 

A E — AB : AB = AB — AD : AD> 

mais B€ étant , par construction , la moitié de A B, on a 
DE = AB , et la proportion précédente devient 
AD ou AF : AB = FB : AD ou AF : 

écrivant les conséauens à la place des antécédeas, et 
réciproquement > on trouve 

AB*AF=AF:FB. 
Remarque. De ce que AB est > AF, il suit que 
AF > FB. 
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THiOftfiMK XYl. 

a*. Deux polygones semblables «ont composes d'an même nombre d* 
triangles semblables chacun à chacun , et semblable ment disposes; 
a°. réciproquement, deux polygones composes (Tan môme nombre 
de triangles semblables et semblahiement disposes , sont sembla- 
Lies. (Flg. io4). 

1°. Des angles À et F qui sont deux angles égaux , 
menez les diagonales AC, AD, F H, FI; les triangles 
ABC , FGH sont semblables ( théor. VI) , comme ayant 
l'angle b=±g compris entre les côtés A B et BÇ propor- 
tionnels aux côtés f G et GH : donc l'angle c = h ; mais 
l'angle C = H , donc l'angle cf = A' : d'aiHeurs à cause de 
BC : GH =*CA t HF = CD : HI, il «n résulte que les 
deux triangles A CD, FHI ont un angle égal c'=#, 
compris entre côtés proportionnels , qu'ainsi ils sont sem- 
blables ' y on a donc angle d=zi; d'ailleurs l'angle D =1 , 
donc angle <f=aï : d'une autre part, CD : HI^sDA: 
IF = DE:IK; donc les deux triangles ADE, FIK 
ayant un angle égal entre côtés proportionnels , sont sem- 
blables. 

2°. Les deux triangles ABC , FGH étant semblables , 
ona£ = #,c = A, d'où a ==/*; et couséquemment AB : 
FG = BC : GH = AC : FH; d'ailleurs la similitude 
des triangles ACD, FHI , donne.c =£', d—i, a=f et 
AC : FH = CD : HI== AD : FI. Enfin les deux trian- 
gles semblables ADE, FIK donnent d! = i $ c = k f 
a" =/', et AIUFI == DE ; IK = EA : KF. On 
trouve donc b — Jf\, c -f- c = h 4- A'ou C= H , d -f- d '= 
i + i , ou D=I^ e=k ou E = K, a + a + <I#= * =: 
/+/ +f ou A = F; ensuite AB : FG = BC ; GH =s 
CD:HI = DE:IK==EA:KF. 
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THÉORÈME XVII. 

I*. Les contours on périmètres de deux polygones semblables , sont 
comme les côtes homologues; a°. les surfaces sont comme le» 
carrés de ces même» côtes. ( Fig. 104 )• 

i°. Puisqu'on a, parla définition de ces polygones f 
Afc i FG=BC : GH=CD : HI=DE : IK=EA : KF, 

on conclura ( Arith. ) :. 

ÀB-J-BC + CD -f-DE + EA : FG + GH + HI + 
IK + KF = AB : FG = BC : GH : etc. 
a°. Puisque les triangles ABC, FGH sont semblables, 
oH*(théor. XII) 

T . ABC : T . FGH=ÏB* : TO*t 

par la même raison , 

T . ACD:T. FHI = CD*s HÏ ft = ÂB*:FG*5 
pareillement, 

T . ADE : T . FIK = DÈ a : K* = ÂB* : W* . 
Donc, à cause du rapport commun , on a cette suite de 
rapports égaux % 

T . ABC t T . FGH=T . ACD : T . FHI = T . ADE : 
T. FIK, 

et conséquemment la somme des antécédens, c'est-à- 
dire , la surface du premier polygone,, est à la somme des 
conséquens , ou à la surface du second polygone r comme 
un antécédent quelconque , est à son conséquent , ou 
comme le carré d'un coté quelconque est au carjœ de son 
homologue. 
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THÉORÈME XVIII. 

Si d'an point quelconque O , pris an dedans, on an dehors d'un 
polygone , on tire des diagonales à tons les angles de ce polygone, 
et que d'un point quelconque H pris sur la diagonale OA, on 
mène H I parallèle à AB, de l la parallèle IK à BC, de K la 
parallèle KL à CD, etc., le polygone HIK.LMN sera sem- 
blable au polygone A B C D E F. ( Fig. io5 > 

Par suite de cette construction , l'angle i = & , l'angle 
** = &', donc l'angle I=B : on prouverait de même 
l'égalité des angles R etC, L et D, etc. D'ailleurs les 
triangles semblables O À B, OH I donnent 

AB:HI = OB:OI. 

Les triangles semblables O BC , OIK donnent 

BC : IK = OB : OI = OC : OK> 

On a de même 

CD : KL — OC : OK = OD 2 OL 
DE:LM = OD:OL = OE:OM,etc. 

À cause d'un rapport commun dans toutes ces propor- 
lions, on en conclut la suite de rapports égaux 
AB: HI=BC : IK = CD : KL = DE : LM, etc. 

tes deux polygones ayant tous les angles égaux et tous 
les cotés autour de ces angles proportionnels , sont sem- 
blables. 

. Remarque. De même que* la coïncidence de deux 
Sgnres prouve leur parfaite égalité, ainsi Ton conclura la 
limilitude de deux figures , dès qu'il sera possible de leur 
assigner la position concentrique des deux polygones que 
nous venons de considérer. On a déduit de là la construc- 
tion de l'instrument appelé pantographe , et qui sert à rêV 
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duire une grande figure à une plus petite qui lui soit sem- 
blable. 

Remarque générale. On a tu qu'il existe par rapport Mi tria** 
gfef scalènes, trois caractère» distincts d'égalité; et bous Tenons de 
reconnaître , par rapport ans mentes triangles , trois caractères de si- 
jnititude , en observant que le parallélisme- et la pcrpendicnlarité des 
eAtés reviennent immédiatement à l'égalité des angles, puisera en 
faisant faire à l'un des côtes perpendiculaires on quart de oon version, 
ces côtes deviennent parallèles. 



CHAPITRE VIII. 

Du carré de l'hypoténuse , et théorèmes analogues 
et dépendons. 

THÉORÈME PREMIER. 

Le carre' fait sar ITtypoténuse d'un- triangle rectangle , est égal à la 
somme des carres faits sur les deux autres côtes de l'angle droit* 

(Fig. 106). , 

Soit À l'angle droit : ayant construit des carrés sur les 
trois cotes , abaissez de l'angle droit sur l'hypoténuse la 
perpendiculaire AD prolongée jusqu'en E, et tirez les 
lignes A F, JHC, AG, BI: l'angle ABF est composé de 
rangle ABC plus l'angle droit CB F; l'angle CBH est 
composé du même angle ABC plus l'angle droit ABH j 
donc l'angle ABF = HBCj mais ÀB = BH comme 
éètés d'un même carré , et BF — BC par la même rai- 
son; donc les triangles ABF, HBC ont un angle égal 
compris entre cotés égaux , donc ils sont égaux. Or fer 
triangle ABF est la moitié du rectangle BDEF qui 8 
même base BF et même hauteur AO = BD (VI. th. H) j 
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le triangle HBC est pareillement la moitié 4u. carré» 
AHj car l'angle BAC étant droit ainsi qde BAL, la ligne CAL* 
est droite ' M d'où il résulte que le triangle H B C et lercaradt 
AH qui ont la base commune BH, ont aussi même 
hauteur CN = AB : cfo»ç le- triangle' est la moitié du 
carré. Ainsi le rectangle BDEF, double du triangi& 
ABF, est équivalent au carré ABHL, double du triangle 
HBC. 

On prouvera de même que le triangle AGC est égal 
au triangle îBC, que le premier triangle est la moitié 
du rectangle DEGC , et que le second est la moitié du 
carré ACIK : conséquemment la somme des deux rec- 
tangles BDEF, DEGC, c^à-dire, le carré BG est 
égal à la somme des carrés AH, AI. 

Corollaire L Les surfaces des carrés BG, BL, CK 
•ont ff£% STA*, CÂ* (\I. tbéor. I, coroll. )j donc BC* = 
51* + CAS propriété déjà obtenue ( VII. théor. X , 
coroIT. I ), et de laquelle on tire B4*= BC* — CÀ a . 

Corollaire H. soient AB CD un carré , ACsa diagonale 
( Fig. 1 07 ) : le triangle ABC étant rectangle et isocèle , on 
«ira £c* = AB* + BC? = ^ABf j donc le carré fait 
sur la diagonale AC d'un carré, est double du carré fait 
sur le côté. 

Corollaire IIÎ. Le carré AH est équivalent au rec- 
tangle BE ( Fig. 10S ) % et comme ce rectangle et le 
carré BG ont la hauteur commune BF, on a 

£fr : fp = BP : 1C* ou gc* : À~tf =* BC : PC* 

ainsi le carré construit sur l'hypoténuse, est au carré 

d'un des côtés de V angle droit, comme Vkjrpoténuse est 

au segment adjacent 014. correspondant au çoV* On au- 

riutdewme 

BC* : Ât" = BC ; CD. 
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Corollaire IV. Les rectangles BE, CE de même hau<« 
teur ( Fig. 106 ) , sont entre eux comme leurs bases BD et 
DC j d'ailleurs ils sont équivalens aux carrés. ÂB ft et ÂC* ; 
Jonc 

ÏB a t AC* = BD : DC. 

Donc les carrés des deux côtés de l'angle droit, sont 
entre eux comme les segmens de l'hypoténuse , corres- 
pondons à ces côtés. 

. Nous donnerons de cette importante proposition , due 
à Pylhagore, une autre démonstration tirée des réci- 
proques (*). 

Soient toujours le triangle BAC rectangle enA , et les trois 
carrés construits sur les trois cotés (Fig. r>8) : par les points 
B et C, mçnons BP, CP parallèles aux cptés AC, AJP ; 
ces lignes seront les prolongemens des cptés BH , CI , 
et le triangle BP C ainsi construit , sera égal au triangle 
ABC. Des points G et F, abaissons sur CP et BP les 
perpendiculaires GQR , FRS : on formera de cette ma<? 
nière trois triangles QGC,RFG,SBF égaux chacun 
au triangle BCP, et le carré BCGF se composera de ces 
quatre triangles, et du carré PQRS. Prenons AO — 
AL = AB, et achevons le carré AOML, puis CN = 
AB, et par le point N menons ND parallèle à ÀK; 
enfin, prolongeons MO jusqu'à la rencontre de ND en, 
E , et joignons NI et NM. La figure LCIKOlVt qui est 
la somme des carrés formés sur les côtés AC et ÂB, 
sera ainsi décomposée dans les quatre triangles LNM , 

(*) Cet ouvrage , qui renferme la démonstration des propositions 
inverses de la Géométrie de M. Legendre, est suivi d'un recueil fort 
étendu de problèmes et théorèmes de géométrie : il se trouve ctjcx 
madame veuve Courrier. 
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M NE, NDI, NCI égaux au triangle ABC, et dans le 
carré. O KDE égal au carré PQRS, puisqu'ils ont l'un 
et l'autre pour côtés AC — AB. Ainsi le carré construit 
sur BC vaudra la somme des carrés construits sur AC 
etAB. 

THÉORÈME II. 

Soit an triangle quelconque ABC, que sur les côles A C et A B * 
on construise deux parallélogrammes quelconques t CE, BF; 
qu'on en prolonge les côtes DE , KL F jusqu'à leur rencontre en H , 
que par H et par A on mène la droite HA prolongée jusqu'à la 
rencontre de B G en L, qu'on prolonge ALdeLM = HA, enfin 
qu'on construise le parallélogramme B N dont le côte C N soit 
. égal et parallèle à LM ; je dis que l'aire de ce parallélogramme est 
égale à la somme des aires des parallélogrammes BF et CE. 
(Fig. 109). 

Prolongez les côtés NC, OB jusqu'à ce qu'ils ren- 
contrent DE, KF en R et P, et tirez PB. : les lignes 
CR et AH sont égales , comme parallèles comprises 
entre les parallèles CA, DH; il en est de même des 
lignes BP et AH 5 donc CR = BP = LM , et comme 
d'ailleurs CR*et BP sont parallèles, il s'ensuit que la 
figure BPRC est un parallélogramme égal en surface 
au parallélogramme BN : il est clair que les parallé- 
logrammes RL, CH sont équivalens, puisqu'ils ont 
même base RC, et qu'ils sont compris entre les paral- 
lèles RC, HL : par la même raison, les parallélo- 
grammes PL, BH sont équivalens : et il en est de même 
des parallélogrammes DA et CH, KA et BH : on conclut 
donc 

CRPBou CBON=CRHA + BPHA==CDEA+BKFA 
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THÉORÈME III. 

Dans tout triangle qui a un angle obtus A B C , aï du sommet A , on 
abaisse la perpendiculaire A F sur le prolongement de OB', on anra 
ÂHG* =*AB* -f-Tf? + 2BC X BF- (Fig. 1 10 ). 

Faites sur AF et CF les carrés AFED, CFKM , me- 
nez BL perpendiculaire sur C F, et après avoir pris RG= 
M I = B F, menez GI. On a le carré de A C égal à la somme 
des Carrés de AF et CF ( théor. I ); le carré 4e AC esbdonc 
composé, i° fc du carré de A F qui est A FED-; a°. du 
carré de BF qui est GH LK $ 3°. du carré de BC qui est 
BCIH; 4 . des deux rectangles BHGF, HIML, égaux 
entre eux> puisqu'ils ont pour cotes BC et BF 2. ox le carré 
de AF plus le carré de BF valant ensemble le carré; de ÀB, 
il en résulte la propriété énoncée. 

Corollaire. Si du carré de AC on été la somme des 
carrés de AB et de BC , il reste 2 BC X BF, et ce reste 
divisé par 2BC qu'on connaît, donne pour quotient 
BF, ce qui fait connaître la position de la perpendi- 
culaire A F. 

THÉORÈME IV. 

Dans tout triangle qui a un angle aigu ABC, ai du somnMl A oa 
abaisse la perpendiculaire A F sur BC , on aura 

"Ât? ="AB a + "SI? — 2TFX 3C. Si%. m ). 

Ayant construit sur A F et sur BC deux carrés, pro- 
longé la ligne AF jusqu'en G , et pris HL = IM = BF, 
le carré de la ligne AC sera égal au carré de A F plus au 
carré de F C qui est FKM C : il sera donc composé , i°. da 
carré de AF ; 2 . du carré de BC, dont H jaudra retrancher 
les deux rectangles égaux BFGX(.JtliLM; mais comme 
par cette soustraction, on aura été deux fois le carré 
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BF, c'est-à-dire, a.HGKL, tandis qu'on ne devait 
l'ôter qu'une fois, il faudra au reste ajouter nue fois 
ce dernier carré , c'est-à-dire le carré de BF, lequel pris 
avec le carré AF, fait le carré AB. On a doue ainsi la 
propriété énoncée. 

Remarque I. On conclut de ces deux derniers théo- 
rèmes , que l'inverse du théorème de Pythagore est vrai , 
o'est-a-dire , qu'un triangle est nécessairement rectangle , 
lorsque le carré d'un de se$ côtés , est égal à la somme des 
carrés des deux autres. 

Remarque IL Le théorème de Pythagore n'a été dé- 
montré que pour les carrés : cependant il s'étend à trois 
figures semblables , qui auraient pour côtés homologues 
l'hypoténuse a et les deux côtés b et e de l'angle droit * 
car désignant par S , S', S" les surfaces de ces figures , 
ona(VILthéor. XVII), 

S : a* = &':£» = S" :c»; 

d'oii S' + S" : 4* + c» = S' : b* = S : a»; or, à cause 
oe a* = b* + c* ( théOr. I ) , on a S = S' + S". 

THÉORÈME V. 

Le carré de tonte ligne AB composée de deux parties A C et C B , 
contient les carrés de chacune de ces parties, plus deux fois le 
rectangle formé sur ces deux parties. ( Flg, 113). 

Sur la ligne AB = AC-f-CB, construise! le carré 
AH, et sur AC construisez le carré AFj prolongez 
DF et CF jusqu'en E et I : il résulte de cette construction 
que 

carré AH = carré AF + carré FH -f- rect. CE + rect. DI| 
or ces deux derniers rectangles étant égaux , à cause de 
CB = DG et CF = D F, l'égalité ci-dessus devient 

ÂB a = ÂC* + CB* + aCB X AC. 
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Ce théorème peut être énoncé plus généralement ainsi 

qu'il suit : 

THÉORÈME VI. 

Le carré de toute ligne composée d'un nombre quelconque de par- 
ties, contient tous les carres construits sur chacune de ces parties 
prises séparément , plus deux fois chacun des rectangles qu'on peut 
former en les multipliant deux à denx. (Fig. 1 13 ) . 

Soient AC, CD, DB les trois parties d'une ligne - 
ÀB: le carré AO construit sur AB contiendra, i°. les 
carrés AG , GM , MO construits sur AC , GH = CD, 
MR =DBj 2 . les rectangles égaux CH , EL cons- 
truits sur AC et CD) 3°. les rectangles égaux DF et IP 
construits sur AC et DB; 4°. les rectangles égaux LQ> 
HK construits sur CD et DB. 

THÉORÈME VII. 

Le carré de toute ligne égale à la différence de deux lignes , contient 
la somme des carrés construits surxhacune de cet parties, moins 
le double de leur rectangle. (Fig. na). 

Soit AC =AB — BC : construisez le carré A F sur AC, 
et sur AB le carré AH , et prolongez les lignes CF et DF 
jusqu'en I et E; il en résultera 

carré AF= carré AH — rect. CH — rect. DI 

= carré AH -f- carré FH — rect. CH —rect. DH 

=ÂB* + CB a — 2.CBXAB. 

THEOREME VIII. 

La différence des carrés de deux lignes, est égale au rectangle ayant 
pour côtés la somme et la différence de ces denx lignes. ( Fig. 1 14 )* 

Soit BC = BD^ les lignes données seront AD = 
AB + BD = AB-f,BC et AC =rAB — <BC = AB 
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— BD. Qu'on construise le rectangle AH ayant pour 
côtés AD et AE = AC, sur AB le carré AL, et sur 
AC le carré AG. Cela posé , on aura 
rect. AH = carré AL — rect. GI— carré GL + rect BH; 
or rect. GI = rect. BH ; donc 

rect. AH = carré AL — caré GL , 
c'estrà-dire , 

(AB + BC)(AB — BC) = ÂB ft — BC*. 

THEOREME IX. 

Dans un triangle quelconque A B C , si Ton mène du sommet au 
milieu E de la base, la droite AE, on aura 

ÂB a +ÂC* = 2 AE a + 2BÏ*. (Fig.u5). 

Abaissez la perpendiculaire AD sur la base BCj 
l'angle AEC étant aigu , on aura ( théor. IV ) 

AC* = ÂÊ* + ËC* — 2EC X ED; 
maïs l'angle AEB étant obtus , on aura ( théor. III) 

ÂB* = ÂÊ* + ËB* + 2EB X ED; 
ajoutant ces deux égalités membre à membre , et obser- 
vant que EB = EC , on trouvera la propriété énoncée, 4 

* 

THEOREME X. 

Dans tout parallélogramme, la somme des carres des cttés, est égale 
à la somme des carrés des diagonales. ( Fig. 1 16 ). 

Les diagonales AC, BD se coupant mutuellement en 
deux parties égales au point E ( III. théor. V ) , le triangle 
ABC, donne 

AB* + BC* = aXË* + 2BÊ*; 

le triangle AD C donne pareillement 

AS* + B>C* = 2ÂÈ* + 2DÈ* p 
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ajoutant ces deux égalités membre à membre , et obser- 
vant que BE = DE , en aura 

ÂB ft + AD* + se* + DC* = 4ÂË a + 4SÈ*; 
Mais 4ÂÊ a étant le carré de 2AE ou de AC , et 
4DE* étant le carré de 2DE ou de BE, la dernière 
égalité rend l'énoncé. 



CHAPITRE IX. 

Des polygones réguliers inscrits et circonscrits 
au cercle. 

PÉFINITIONS. 

I. Un polygone qui est à la fois équiangle et équilatéral, 
ou qui a tous ses angles et ses côtés égaux, s'appelle 
polygone régulier. Il y a des polygones réguliers de tout 
nombre de côtés : le triangle équilatéral et le carré rem- 
plissant les deux conditions énoncées, sont dès polygones 
réguliers. 

II. On appelle centre d'un polygone régulier, le point 
intérieur également distant de tous ses sommets, point 
que nous déterminerons; apothème, k perpendiculaire 
menée du centre sur l'un desxôtés du polygone j angle au 
centre , celui qui a son sommet au centre , et qui s'appuie 
sur un côté du polygone. 
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THÉORÈME PRKH1ER. 

Deux polygone» réguliers d'un même nombre de côtés, sont deux 
figures semblables. ( Fig. 117). 

Soient, par exemple, les deux hexagones réguliers 
ABC DE F, abcdefx la somme des angles dans chacun de 
ces polygones, est égale à huit angles droits ( III. théor. IV )$ 
l'angle À est la sixième partie de cette somme , ainsi que 
l'angle a } donc 9 d'abord , A = a,B=:&,C = c, etc. 
De plus , puisque par la définition de ces polygones , les 
côtés AB, BC, CD, etc., sont égaux, ainsi que les 
côtés ab , 6c, cd , etc. , on a nécessairement cette suite 
de rapports égaux 

AB : abz=z BC: *c=CD: a£ï=DE : de, etc. , 

ces deux figures ayant des angles égaux entre des côttft 
proportionnels , sont donc semblables ( VÏI. déf. I ). 

Corollaire. Les périmètres de deux polygones régu- 
liers sont donc entre eux comme deux côtes homologues , 
tt leurs surfaces comme les carrés de ces mêmes côtés 
ÎVH. théor. XVH). 

THÎOKÈME II. 

Tout polygone régulier peut être inscrit dans «a cercle et lui eue 
circonscrit. (Fig* 118). 

i°. Soit ABCDEF le polygone dont il s'agit : on peut 
toujours faire passer une circonférence par les trois 
points A , B et € (IV. théor. VII ) : soit O son centre , 
duquel on abaisse la perpendiculaire OP sur la corde 
*C , et qui le sera sur son milieu. Joignant le point O 
«ux points A, B, C et D, les quadrilatères ABPO, 
i*CDO seront superposables 5 car en pliant la figure sui- 
vant OP, If oôté PB Jwtfttdra 4a direction de PC, à 
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cause des angles droits en P, et le point B tombera en C, à 
cause PB=5PC;maisparcequel'anglePBA=:PCD, le côté 
BÀ prendra la direction CD, et le point A tombera en D, 
parce que tous les côtés sont égaux t donc la distance OD= 
OA,et conséquemment la circonférence des trois points A, 
B , G passera par D. On prouvera de la même manière 
qu'elle doit passer par les autres sommets E , etc. Donc 
le polygone sera inscriptible à la circonférence. 

a°. Toutes les cordes AB, BC, etc., étant égales, 
sont également distantes du centre O ( IV. théor. IX ) ; 
donc , si de ce centre , avec la perpendiculaire OP comme 
rayon , on décrit une circonférence , elle touchera tous 
les côtés du polygone dans leurs milieux. En sorte que 
la circonférence sera inscrite au polygone qui consé- 
quemment lui sera circonscrit. 

Remarque. Le centre d'un polygone régulier est donc 
celui des cercles inscrit et circonscrit : tous les angles au 
centre étant égaux , on trouve la valeur de l'un d'eux , 
en divisant quatre angles droits , par le nombre des côtés 
du polygone. Pour inscrire un polygone régulier d'un 
nombre donné de côtés dans une circonférence , il ne 
s'agit que de la diviser en autant de parties égales que le 
polygone doit avoir de côtés , et de joindre les points de 
division consécutifs. 

PROBLÈME PREMIER. 

Etant donné un polygone régulier inscrit , circonscrire à la même 
circonférence un polygone semblable. ( Fig. 119 ). 

Au point T milieu de l'arc A B menons la tangente 
G H , qui sera parallèle à la corde AB , et répétons cette 
construction sur les milieux N, P, Q, etc. , des autres 
arcs BC , CD , DE , etc. - } ces tangentes formeront par 
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Leurs intersections le polygone régulier circonscrit 
GHIK, etc., semblable au polygone régulier inscrit 
ABCD,etc. 

Il faut d'abord prouver que les trois points Q , B , H 
sont en ligne droite. Les triangles rectangles OTH, 
OHN ayant l'hypoténuse commune OH, et le côté 
OT = ON , sont égaux ; donc l'angle o = o', et l'arc 
BT = arc BN : par conséquent la ligne OH passe par 
le point B milieu de l'apc TBN. On prouverait de même 
que les trois points I , C , O sont en ligne droite , et ainsi 
des autres points analogues. Puisque GH est parallèle à 
AB, et HI h BC, l'angle H = Bj on prouverait de 
même que I = C , K = D , etc. : donc d'abord les angles 
du polygone circonscrit, sont égaux à ceux du polygone 
inscrit. De plus on a 

GH : AB = OH : OB 

HI : BC = OH : OB; 

donc, à cause du rapport commun OH : OB, on 

• conclut 

GH : AB = HI : BC; 

mais AB = BC , parce que le polygone inscrit est régu- 
lier : donc GH = HI. On prouverait de même que HI 
= IK = etc. Il est donc démontré que les cotés du poly- 
gone circonscrit, sont égaux entre eux : ce polygone est 
donc régulier, puisqu'il est équiangle et équilatéral, 
(déf. I ) , et de plus il est semblable au polygone inscrit. 

Corollaire. Étant donné le polygone circonscrit 
GHIK, etc., on formera le polygone inscrit corres- 
pondant , en joignantes sommets G , H , I , K , etc. , au 
centre O par des droites qui rencontrent la circonférence 
en A , B , C , D , etc. , et en joignant ces points par les 
cordes AB^BC, CD; etc. 

6 
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Remarque I. Pour former le polygone régulier inscrit 
semblable au circonscrit , on pourrait encore joindre les 
points de contact T et N , N et P, etc. , par des cordes. 
En effet, le point 6 étant' le milieu de l'arc TBN, 
OM' est perpendiculaire sur TN , et les triangles OlVfT, 
OMB , ont d'abord le côté TBf = BM , comme moitiés 
des cordes égales TN, BA; puis a cause de Fangle o 
commun , et éPun angle droit en M' et M , Fangle M'TO 
œ MBO ; donc l'angle N TS , double de l'angle M'TO, 
est égal à l'angle. ABC , double de Fangle MBO. Ainsi le 
polygone $TNP etc. , etc. , a tous ses cités et ses angles 
égaux à ceux du polygone ÀBCD. On voit donc qu'on 
peut encore circonscrire un polygone régulier semblable 
à «n polygone régulier inscrit STNP etc. , etc. , en me- 
nant des tangentes par les sommets S , T, N , P, etc. , jus- 
qu'à ce qu'elles se rencontrent , construction qu'on em- 
ploie quelquefois au Ken de celle du corollaire. 

Remarque H. Un polygone régulier étant inscrit, si on 
divise les arcs sons-tendus par ses côtés en deux parties 
égales , et qu'on tire les cordes des demi-arcs , celles-ci 
fermeront un nouveau polygone régulier d'un nombre 
douMe de cotés. Ainsi le carré servira à inscrire successi- 
vement les polygones réguliers de S, 16 , 32 , etc. , cotés; 
de même l'hexagone servira à inscrire les polygones ré» 
, gniiers de 12 , 24 > 4^> etc. , côtés; le décagone à inscrire 
des polygones de 20 , 40 , 80 , etc. , côtés ; le penté-déca- 
gone des polygones de 3o , 60 , 1 20 côtés ; etc. Jusqu'à 
présent , on avait cru que ces polygones étaient les seuls 
qui pussent être inscrits par les procédés de la géométrie 
élémentaire ; ou , ce qui revient au même , par la résolu- 
tion des équations du premier et du second degrés; mais 
Gauss , géomètre de Brunswick , dans un ouvrage krtï- 
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tulé : Dlsquisitiones arithneticœ , et traduit en français 
par M. Poulet Delille , vient de prouver qu'on peut ins- 
crire par de semblables moyens, le polygone régulier de 
2* -J- i côtés , pourvu <jue 2* -f- 1 soit un nombre pre- 
mier; et, dans une note à la fin des réciproques, j'ai 
donné, d'après M» Lege/utre, dans uo rapport fait à 
l'Institut national) sur l'ouvrage de Qauss , la démonstra- 
tion de cette popasitie» pQur le cas ob l'oia a 2 n -J-i =17. 

THÉORÈME IV^ * 

J/ftîrtd'wipflytgPae w^nUer e# *fcU * ap» pâfcitet JaoltipÇl par 
JUl monté 4a jrayo? <fc caste iwcrit. (/^. 1 19 ). 

Soit le polygone régulier GHIK etc. que nous sup- 
poserons circonscrit : le triangle GOH a pour mesure 
ijrK X ^ OT; le triangle OHI a pour mesure Hî X 
-J ON; mais à cause de ONmOT^ la somme des 
surfaces de ces deux triangles, est exprimée par 

(GH + HI)OT . . 

. En continuant ainsi pour tous les autres 

triangles, on trouvera que la somme des sur&ces de tous 
les triangles, c'est-à-dire, la surface du polygone, est égale 
à la somme des cotés , ou au périmètre multiplié par 
| OT, ou par la moitié du raytfn. 

Remarque. On trouverait de la même manière que la 
surface du polygone régulier inscrit ABCD etc. , est 
égale a son contour , par la moitié de la perpendiculaire 
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THÉORÈME ▼. 

I 9 . Les périmètres des polygones réguliers d'un même nombre de 

côtes y sont comme les rayons des cercles inscrit et circonscrit ; 

a 9 , leurs surfaces sont comme les carres de ces mêmes rayons. 

(Fig. 117). 

Soient FE,/e les côtés de deux polygones réguliers 
d'un même nombre de côtés , que nous supposerons des 
hexagones ; O et o leurs centres ; OM , om les apothèmes : 
on#ait(théor. II) que OF, o/sont les rayons des cercles 
circonscrits, et que OM, om sont ceux des cercles inscrits. 
i°. Les périmètres des deux polygones sont comme les 
côtés FE,yè; or les triangles FOM, font étant semblables 
à cause de l'angle M=m,etdeMFO = mfo comme 
moitiés d angles de polygones réguliers de même nombre 
de côtés , dans lesquels les angles sont égaux de part et 
d'autre, on a 

OM : ow = FMi/w= aFM:2/m = FE xfe = 
6FE:6/*, 

ou comme les contours ; mais on a aussi 

OF : o/=FE :/e = 6FE : 6/e, . 

ou comme les contours. 

2 . En désignant par S et S' les surfaces des deux poly- 
gones dont les centres sont O et o y on a ( VII. théor. XII) 

S ; S' = ÔF ft : T} * = ÔM* : Sm a . 

THÉORÈME VI. 

i°. Le carre du côte' d'un carré inscrit à un cercle, est égal au double 
du carré du rayon $ a , le côté du carré circonscrit est égal au dia- 
mètre. (/%.'iao). 

i°. En tirant les deux diamètres AC, BD, perpendi- 
culaires l'un à l'autre , et joignant les points A et B , B et 
C, C et D , D et A, on a le carré ABCD inscrit; par~ 
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ce que les quatre triangles AQB> BOC, COD, DOA 

sont égaux comme ayant un apgle droit compris entre 

1 deux rayons, et que d'ailleurs les angles en A, B, G et D 

sont droits : donc ÂB* = 2 AÔ% d'oii AB = AO^/?. 

2°. En menant des tangentes aux points A , B, C , D, 
on forme le carré circonscrit EFGH (probl. I > rem. I ), 
dont chaque côté est égal au diamètre. 

Corollaire I. L'aire du carré inscrit , est 2 Âô** celle du 
carré circonscrit, est 4 ÂÔ* ; donc Faire du carré inscrit 
est la moitié de celle du carré circonscrit. 

Corollaire II. Lorsque AO = 1 , AB = 1/2 * 7 on voit 
donc qu'on peut construire géométriquement \/i qui , eu 
nombre, ne peut être exprimée que par une fraction dé- 
cimale infinie et non. périodique. 

•THÉORÈME VII. 

1*. Le côte de l'hexagone régulier est égal an rayon du cercle; 
2°. Ic carré du côté du triangle cquilatéral inscrit , est cgal a trois 
fois le carré du rayon 5 3°. le côte du triangle rquilatéral circons- 
crit , est double du côte du triangle cquilatéral inscrit ; 4** ' a sni '~ 
face de l'hexagone insent, est les trois quarts de celle de l'hexagoue 
circonscrit j 5°. la surface du triangle équilaléral inscrit, est le qoart 
de celle du triangle Cquilatéral circonscrit. 

1 °. (Fig. 1 2 t ). Soit AB un côté de l'hexagone régulier ins- 
crit : on a l'angle 0= j 4* = I l d l les deux autres angles a et 
OBA valent en somme 2* — -J 1* = ! i d * y donc comme 
ces angles sont égaux entre eux, chacun d'eux vaut £ et i d y 
conséquemment le triangle AOB est équilatéralj d'où 
l'on conclut AB = AO. Ainsi pour inscrire un hexagone 
à un cercle donné, il faut prendre une ouverture de 
compas, égale au rayon du cercle , la porter de A en B, 
de B en C , etc. , puis joindre ces points par des cordes* 
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2°. (Fig. 1 2 r ), Si l'on joint de deux en deux lés sommets 
âei angles de l'hexagone , on autd lé triangle éqtrilatéral 
FBD: joignant le pointÊ au point B,BE sera ufldiaihètre, 
et le triangle BDE rectangle en D,dotlnerà(VllI.théoY.Ï) 
EE a =Bfi a +BfrS c'est-à-dire, 4 Ba^BV+BË"; re- 
tranchant d'une part BÔ* et dé Vautre soô égal CÈ a , on 
trouvera BD* = 3SÔ*, d'où BÎ> = ÈO ^/3. Ainsi B<5 
étant = ï , on a BÏJ = \/$ : on sait donc encore côns^ 
iruire géométriquement frncoriimènsurable (/ 3. 

3°. {Fig. 1 22). Si par les trois sommets B, F, Î3 du triangle 
équilatéral inscrit , oh mène des tangentes au cercle , on 
formera le triangle équilatéral circonscrit &IÎÎ , qui est 
visiblement composé de quatre triangles équilatéraux et 
égaux GDF, DHB, IFB , rTDfcj ainsi le côté Gl est double 
du côté GF ou DF : il est donc = 2\/3. 

4°. ( Fig. 1 23 ) L'hexagone inscrit est composé de douze 
triangles rectangles égaux tels que AlO, et l'hexagone cir- 
conscrit est pareillement composé de douze triangles rec- 
tangles égaux tels que AOG : or les triangles OAI , ÔAG, 
sont semblables comme- ayant un angle commun et un 
angle droit ; donc 

T . OAI 2 T . A G = <3X* ; OG* j 

mais les triangles OAG, AÊD sont semblables , à cause 
de l'angle droit OAG = AED et de l'angle DAE =?; 
AOGj donc 

OA:OG=^AE; AD, 

^otiséquëjnment 

t , ÔAI : T . OAG = AË* : AD*, 
dVÀ 

12. T. OAI: i2.ï.0AG=AË t ;ÂI)V 
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En désignant par S la surface de l'hexagone inscrit , et 

par S* celle de l'hexagone circonscrit, on aura donc (2 ) 

S : S'= 3 QÂ a : 4ÔÂ a = 3 : 4, d'où S= | S'. 

t>°. La figure ÀÔEF étant un losange, on a (lïî.théor.V 

et VI) O R=£ Ô F =£ , pour le rayon = 1 ; donc la surface 

S du triangle équilatérâl inscrit C À Ë , est — — r- = 

3 y/3 
f AE r= -7— l* coté du triangle éjuilâtéral circons- 
crit # est 2|/3; sa hauteur est 3 t donc sa 'surface Sf est 
3 l/3 : on a donc 

Corollaire ï. Dans le cercle dont le rayon est Punitt , 
le côté de l'hexagone inscrit , est = 1 ; l'apothème OI = 

— , la surface = 2,598 , etc. : le coté de Fhexa-* 

gone circonscrit est G H 35 OH. Or OH : oh = OB t ob $ 

11a 
donc OH = ~IL =!= OÏ = Ï7*~ ^*i ** sur f ace ^ 

6X GH ^ QB =3GH= ^ 3 ^3 =2V/3=3,464,etc. 

Corollaire IL Les surfaces des quatre polygones, sa- 
voir : le triangle équilatéral inscrit, les hexagones inscrit 
et circonscrit, et le triangle équilatéral circonscrit sont 

comme— : — r- :2l/3:3l/3,oucdmme 3 s 6 i 8: 12. 
4 2 

mionknt tiii. 

Le carré du côté du pentagone régulier inscrit , est égal au carré du rayon *. 
plus le carré du côté d!u décagone régulier inscfit au môme angle. (Pig. ia4). 

Soit ABC DÉ le pentagone régulier inscrit, ayant son angle au 

centre O égala %■ i d : chacun dés deux «ngKx OAB, OBAtst 
o 

3 
égal h - \ d ; si l'on divise en deux parties égales l'arc A B- en F, ks 
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tordes AF, FB seront les cotes du décagone régulier inscrit, et l'angle 
au centré AOF, sera -* i rf . Si l'on divise encore l'angle AOF éga- 
lement par la droite OG , et qu'on tire MF, on anra les deux trian- 
gles AFB, A M F isocèles et semblables, à cause de l'angle FA M 
commun , et de FA=FB, MA = MF comme obliques qui 
s'écartent également de la perpendiculaire M G sur le milieu de F A j 
d'où l'on conclut MFA= MAF= MBF, et la proportion 

AM : AF a AF : AB de laquelle ou tire AF* = AM x AB.... (i). 

3 
Le triangle BMO a ebacun de ses angles MBO , BOM égal h - i d ; 

5 

il est donc isocèle , de même qne le triangle BO A , et ces triangles 
semblables à cause de l'angle BOM = ABO = BAO , donnent la 
proportion BM : BO = BO : AB , d'où BÔ a = BMx AB... (a). 
En ajoutant les égalités (t) et (a) , on obtient celle-ci 

ÂF ft + BD» = (AM + BM)AB = ÂB% 

qui rend l'énoncé. 

PROBLEME PREMIER. 

Construire géométriquement les coté* du décagone et du pentagone régnlicft 
inscrits. ( Fig. ia5 ). 

Supposons le problème résolu , et soit AB le côté du décagone : 

l'angle au centre C vaut — â.* ou *■ i d : la somme des deux autres 
^ 10 5 ' 

g 
angles A + B vau^ par •conséquent s- f',etcommeIetriangleACBest 

isocèle,l'angleCAB=| etCBA=~:en divisant l'angle CBA en deux 

parties «'gales par la ligne BM, on formera les triangles isocèles 
CBM , ABM , et on aura ( VIL théor. VIII ) BC : CM = AB : AM; 
or BC = AC , CM = BM == AB $ donc AC : CM = CM : AM : 
cette proportion (ait voir que CM > AM. Ainsi le côté AB = CM 
du décagone, est égal au plus grand segment du rayon divisé en 
moyenne et extrême raison. ( VII. probl. ). 

Si l'on joint de deux en deux les angles du décagone régulier, on 
forme le pentagone régulier. 
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Corollaire I. AB étant le côté du décagone, et AL celui de 

l'hexagone , l'arc B L sera ^ — — = -=- de la circonférence : 
° o 10 i5 

donc la corde BL sera le côté du penté-décagone , on dn polygone 
régulier de i5 côtés. 

Corollaire II. Si Ton désigne CM par x , la proportion AC : CM 
= CM : AM donnera, en supposant le rayon = i , 
i : x = x ; i — x : 

— i -V V5 
«Fou l'on tire x = AB= , en prenant le radical arec le 

signe -f- ; donc AB*=s ; en abaissant du sommet C la per- 
pendiculaire CP sur la base AB , on trouve CP* = - (5 -+- V'S) t 

o 

«W g' X ÂB» _ JL(io-at/5), d'où CP X A B 
4 64 a 

== g" y io — a t/5 , et surface du décagone inscrit = 

5 , 

7* y io — a y 5 = 3,938927, etc. Pour avoir le côte' du déca- 
gone circonscrit , que nous désignerons par j- , on fera la proportion 

Y ; AB ou "~ ' * ^ 5 =? 1 : CP ou Vf(5+\/5)] d'oà 

% ia — 4 v^5 y*x 1 3 — 1/5 ao — 8 t/5 

^ — 5 -h v"5 et 4 — JT7S ïo" 

5 — 3^5 , rxi 1 w . . , . 

« = : donc ^ = -r-=- L^5 — a y^S, et surface du de- 

5 a |r5 r ' 

esgone circonscrit = —^ ^/§ — a ^5=* V5^/5 — a ^5= 

a V/a5 — 10 v"5 = 3,a49a, etc. 

On trouvera 3,37764, etc. pour la surface du pentagone inscrit, 
et 3,63a7ia pour celle du pentagone circonscrit. 

PROBLÊME II. 

Inscrire au cercle nu eptagone régulier. {Fig. ia6). 

Soit ABC un triaDgle isocèle dont chacun des angles à la base AC, 
soit triple de l'angle B : cet angle B étant la septième partie de la 
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circonfé* rente, AC éeta le côté de Fepiagotfce téguYuk. Si Tob mène 
let lignes C L , CM , qui divisent l'angle C dana les trois angles égaux 
ACD, DCE, ECB, les triangles ACD et ABC seront équian- 
gles , comme ayant l'angté A , et l'angle AC D ±= B ; do*c le trian- 
gle AC D est isocèle et CD = C A. Si donc du point C , on abaisse 
ta perpendiculaire CP sut AD, et cfu'on fasse AB = a / et CA ao CD 

= x , la propotûofi 

AB:AC = AC:AD 

résultante de la similitude des triangle» ACD , ABC , devient 

»^. ,. » .»»v xx à wx AD xx 

a : x = x : AD, d ou ADsa — , AP = — = — : 

' a a a«' 

mais CEB est An triangle isocèle, parce que ses angles ECB et B sont 
égaux j donc CE = EB. Déplus le triangle CAE est aussi isocèle , 
parce que Sdn angle AC E est double de B , et q*e son âttgie E ex- 
térieur au triangle E B C , est aussi double de B : par conséquent 
AE = AC = *, CE = BE =;BA — ' AE =« — x. Mais 

CË* = ÂC a +ÂÊ a — aAEx AP=aÂC*-aAC x AP, 
(VM. théof.lV) 5 donc 

(a — jcT» = axi: — aar x — , 

équation qui cfanne celle-ci 

x 3 **— a x* — a a* jc -+- a 3 = o 

et êùht la rétotatio* ne petit trotnrer place ici. 

Remarque. Ce problème et le précédent font naître l'idée que les 
polygones réguliers d un nombre fmpairi ou de a H •+ r côtés , pour- 
raient être inscrits par la division en n parties égales de l'un des 
angles égaux du triangle isocèle inscrit ad même cercle : et comme 
la oonatnietMm dn triangle isocèle dont l'angle a la base est triple de 
l'angle an sommet, dépend d'une équation du troisième degré, il est 
assez naturel de penser que la construction des triangles isocèles dont ' 
les angles à la base seraient ijnrattrple* , sextuples, etc. de l'angle an 
sommet, dépendront d'équations des cinquième, septième, etc. de- 
grés , lesquelles ont toujours une racine réelle. ( Alg. , prem. sect. )• 
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CHAPITRE X. 
De Yaafre an cercle. 

Nota. Poycz les définitions de segment , de secteur dans les défini- 
tions dtt Chapitre IV. 

v THÉORÈME PREXIBR* 

Denz circonférences sont entre elles comme térift tÊfOtii. 

Soient C k cirtonférenJe du centre C, C celle du 
centre G', R et R' les rayons : à ces circonférences cir- 
conscrivons des polygones réguliers d'un même nombre 
de côtés et dont les périmètres soient P et P'. Il est clair 
que P et P' différeront d'autant moins de C et C que le 
nombre des côtés des f polygones circonscrits , toujours le 
méitte , sfrâf phtg grand * et pou* ce» tfeui polygone* i On 
aura (IX. tbéor. V) 

P : P' s R : R', d'où y = ff) 

mais les contours P et F étant fespectiremérit plus grands 
que C et C, quel que soit h nombre des côtes 7 on pourra 
poser P =j C -f- ^ P' «s C + ^, et l'égalité précé-» 
dente deviendra pair ces substitutions , 

r _ c + ^ ^ c , cr^cr 
R 7 ~* (T+~J> *~ c 7 /" (T(c F ~+~Y) 

après la division de C ^ J" par C 7 -}+ F : or le rapport 

•sr, doit rester le même 7 quel que soit le nombre des côtés 

des polygones circonscrits , ou , en d'autres termes , il ne 
ilpit pas Varier par ^ et ^', pour les mêmes circonfç* 
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rences C et Ç, ce qui arriverait cependant si le terme 

C* _ C*' 

T"(C'JLà* \ P° uvait * air€ fzrtie du second membre y on 

doit donc le rejeter , et re'duire l'égalité à celle-ci : 
^, = ~r,, d'où CiC' = Ri R'. 

THÉORÈME II. 

L'aire du cercle est exprimée par la "moitié' da produit de sa circon- 
férence par le rayon. ( Fig. 127 ). 

Circonscrivons un polygone régulier au cercle dont la 
circonférence est C et le rayon R , et désignons par s la 
surface de ce polygone, et par S celle du cercle; on 
aura s ]> S, quelque grancrque soit le nombre des côtés 
du polygone circonscrit , en sorte qu'on peut poser 

mais d'ailleurs (IX. theor. IV ) 

_ p * R 

P étant le périmètre du polygone , toujours plus grand 
que C , et que nous supposerons = C-J-y : ainsi la seconde 
égalité devient 

égalant les deux seconds membres (1) et (2), on trouve 

s + / = c x R + ï_*l, 

a a ' 

et retranchant ^ de part et d'autre 

S = £-><-? + *_**-* (3) 

2 a - 

or y et ^ étant des. quantités qui varient avec le nombre 
des côtés du polygone circonscrit, le cercle déterminé par R 

admettrait plusieurs surfaces, si la quantité Z ^ 
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restait dans l'expression de S , ce qui est absurde ; donc 
l'égalité (3) doit se réduire à celle-ci (*) : 

S = C x R 
2 

Corollaire I. Soient S et S' les surfaces de deul cercles 

ayant pour circonférence C et C', et pour rayons R et 

*' c c Ç_xh C x R' _ 

R: on a S : S = : = C X R : 

9 22 

C'xR'i or, de la propriété C : C'= R : R' (théor. I), on 

C x R 

déduit C = — jr, — , et en substituant cette valeur de 

C dans la première proportion, on trouve S : S' s 

C V R* 

— ^ : C X R'j divisant les deux termes du der- 
nier rapport par C, et multipliant par R', il vient S : S' 
= R a : R' ft } d'où l'on conclut que les surfaces de deux 
cercles sont comme les carrés des rayons. 

Corollaire II. Désignant par *• la circonférence d'un 
cercle dont le diamètre = 1 , par C une circonférence 
ayant 2R pour diamètre , on a C ; *r = 2R : 1 ; donc 

C = 2ît X R7 en multipliant de part et d'autre par - t 

C x R 
on trouve = x X R*- Donc la surface d'un 

2 * 

cercle , est égale au produit du carré du rayon par le 



(*) Il n'est pat possible que y ^ — J soit une quantité' cons- 

a 

tante ; car s'il en était ainsi , on aurait les mêmes résultats pour toutes 
les Taleurs de Y et les yaleurs correspondantes de ^ ; or y étant=o , 

s? R 

on a en , même temps, ^ = o , et la différence 7 ^ — } = o j 

donc cette différence est continuellement nulle $ raisonnement qu'on 
peut appliquer dans tous les cas où. on emploie cette considération. 



/ 
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nombre «r ^ui représente la circonférence dont le diamètre 
est Fumté, ou le raport de cette circonférence à son 
diamètre. 

Corollaire III. Représentons par S et S 7 les surface* 
de deux oerctas dont les rajosos sont R et R' ; o* a$ira 
S ^c «r.R% S' ces r-R'*, «t c^ns9qaemineBt h prop^v 
tion 5 : S = *R* : *R'* = R* : R' a ; d'où l'on con- 
clut que les surfaces des deux cercles, sont entre elles 
comme les carrés des rayons. 

Corollaire IV. ( F%. 1 28 ). Soient trois demi-circonfé- 
rences BnmC, CM A, BNA décrites sur les trois cotés 
<Tun triangle rectangle, dont nous désignerons les surfaces 
fur S , S' , 6" j on «usa 

S : BÊ* = S' t CÂ* = S" : BÂ% 
d'où Ton tire 

S : S' + S" = BÇ* : CA* + BÂ*J 
mais ( VIH. théor. I ) le* == ÇÂ* + 51% donc S = 
S' -f- S" : si de part et d'autre on retranche la somma 
des aires multilignes CraA , BnA , il restera 

aire CAB = aire CMAw -|- aire BNAn s 
ces aines «ont dites lunules, et la propriété précédente 
est due £ Hippocratç/le Chios , géomètre grec , e% élève, 
de Pjrthagore. 

THÉORÈME fil. 

I «a i nrf a ce -dn *çcteor-e»t -<£gak A ia moitié dn p rodn ii de Ïmg de 
ce secteur parjie«ayop. (/%• 127)* 

On a cette proportion 
sect. FOGM : cerc. = arc. FMG : cir. OF, 

d, , „ . m «-u^., cerc. x arc. FMG 
'ou 1 on tire seçt . FOGM= ; — -™ ; mais comme 

OF x cir. OF , , , . . 

çejç. = — •■ — — « 9 qm trouve Mjpm la sufcsUtuUop 
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dans la valeur du secteur, 

* rrnnuji ** c - FMG x OF 
sect.FOGM=5 . 

Remarque. Si de l'aire du secteur FMGO, on re- 
tranche celle du triangle FOG , on a pour différence Taire 
du segment FMG. 

PROBLÈME PREMIER. 

Étant données les surfaces d'un polygone régulier inscrit et d'an poly- 
gone semblable circonscrit, trouver les surfaces aies polygones 
réguliers inscrit et circonscrit d'un nombre double de cotes. 

Net» désignerons par A et B les surfaces du polygone 
inscrit dont AB est un côté , et du folygomt câronuorit 
semblaWe dont EF est un c^tç j par A' la surface du 
polygone inscrit dont AM est un côté , et par B' celle 
du polygone semblable circonscrit ayant pour côté r^F 
( IX. probl. I , rem. I > Il faut observer que si A et B 
représentent , par exemple , des hexagones , auquel cas 
il y aura fouze triangles tels que ACD dans l'hexagone 
inscrit, et douze tels que ECM dans l'hexagone circons- 
crit, il y aura douze triangles tels que ACM dans A', 
et douze quadrilatères tek que £APM dans #, jparçe 
que le triangle CMP = CAP; donc au lieu des sur- 
laces A , B y A', B', on pourra ne considérer que les dou- 
zièmes de ces surfeees, et poser e*oort ACD z=> À, 
ECM = B, ACM — A 7 , ACMP = B'. Cela posé, 
du point A menons AH perpendiculaire sur ME, et 
désignons par R la surfece 4m triangle AMD : nous 
aurons _ * 

(.) . A=A 

(a) A'= A -f fi. 

(3) 8 = A -J- aB, + AHE; 
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, . , *™ AH * EH MDxEH 
or le triangle AEU= = ; mais 

la similitude des triangles EAH, ACD, donne EH : AH ou 

MD = AD : DC, d'où EH = MD p C AP ; donc 

awp _ MD* X AD _ £MD*XÂD* R* m 
AHE = 7DC = 1 DC x AD = Â' eU 

a 

sorte que la troisième égalité devient 

(4) B = A + aR + *!, 

l'égalité (2) donne A' — A = R* la substitution de 
cette valeur de R dans l'égalité (4) , donne après des 
réductions bien simples , 

B =^,d'oùA'=V/ÂlTB (5) 

On a , en second lieu, 

B' = A + ADMH — AHP 

=• A + 2R — AHP; 

. ATT „ AH x HP MD x HP 

mais AHP = = , et des tnan- 

2 2 

gles semblables AHP, ADC, parce qu'ils ont les côtés 

respectivement perpendiculaires ( VH. théor. VII) , on 

déduit la proportion HP : AH ou MD = CD : AD, 

d , oil hp = H5L^£p et AHp== m-ïï» X CD = 

AD a AD 

Mb* X CD X AD p ^ MD x CD 

_ C: =RX — =^i — ; consequem- 

2ÂD* AD* 

ment 

" AD 

Ur AD étant moyenne proportionnelle entre le segment 
MD et l'autre segment du diamètre, qui est CD -f-CM, on a 

ÂD*=MD(CM + CD)=MDxCM + MDxCD, 
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d'oii 

Â^* _ ^ . _ A' . ■ _ A ' + A 
MDxCD~,CD T x — A T x — A » 

en observant que les surfaces des triangles ACM , ACD 
ou A' et A , qui ont le sommet commun A , sont dans le 
rapport des bases CM et CD ; donc 

#= A+ 2 R. RxA 



'A + A'> 

R(A + a A') 

** A + A + A' . 

_ A , (A'-A)(A-nA') 
■ ~ A+ A + A* * 

après avoir réduit A au dénominateur A + A'> effec- 
tué les opérations et les réductions, on obtient enfin 

*— A + A' - A + A' •••• W' . 

en remplaçant À'* par sa valeur A B trouvée plus haut; 

Appliquons ces formules (5) et (6). Soit le rayon du 
cercle = i - y on a trouvé (IX. théor. VI, cbroll. I) que 
la surface du carré inscrit, = 2 = A, et que celle 
du carré circonscrit, = 4 = B; ainsi Foctogone inscrit 
a pour surface A' = y/8 =2,8284271, et la surface 

de Foctogone circonscrit B= — . t ytf-~ » 3,3 1 37085 : on 

peut donc de nouveau supposer A = 2,8284271 , B = 
3,3 1 37085, valeurs desquelles on conclut A'=yA x B= 

3,0614674, B' = , V r a' = 3,1825979. Eni con- 
tinuant ce calcul , M.Legendre a trouvé dans sa Géo- 
métrie que les polygones inscrit et circonscrit de 32768' 
cotés sont représentés par 3,1415926", 3,1415926: 

7. 
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la surface du cercle est donc 3 y i4iSgi6y résultat exact 
dans la septième décimale. 

/ Corollaire. Si Ton désigne par «-'la circonférence du 
cercle dont le rayon = i , et qu'on continue k désigner 
par v la circonférence du cercle dont le dia«itre=: i r 
ou dont le rayon = £> on aura la proportion * : \ 

= *•': i, donc*- = ■ ■ ■■ = 3, 141 5jp6, nombre qui 

conséquemment représente le rapport de la circonfé- 
rence n* à son diamètre = 1 . Lorsque: lej rayon = 1 , 
la circonférence devient double , elle est donc 6,283 1 85:*. J 

PROBLÈME II. 

Étant donné le côté d'un polygone régulier inscrit, trdhrer celui, d'on 
polygone régulier inscrit d'un nombre double de côtés. ( Pig, i3o ) . 

On a (VII. theor. X , coron. II) ÀM*=MDxME=5aMD xMÇ 
roaisMD=:MC— DC,DG= V^AC* — AS*; substituant ces ya- 
leut* daDtcdJede AM*, d» trouve 



Si 1W «présente par- R 1» rayon MGdarcercte , Je^aôtoAB pat a, 
et le côté A>M par «V l'égalité précédente, après ayptr; extrait la 
racine des deux membres* devient 

«'=V *R ( *— V ft*~ i*}„.. (i,> 

PKOBLÈJ» IIÏ. 

Étant donné le côté d'un polygone régnljer inscrit,, tronyer le côté dm 
polygone régalier circonscrit du même nojnbre de côtés. ( 13&. 180 ). 

Soient AB le côté dir polygone inscrit , et EG celui dn potygona 
circonscrit : les triangle* sembkhtnt A CI), ECM donnent la t 
proportion EM : ADœMC; BC$ or, D£ sac. VAÏ? — ÂB' > » 
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AP xMC 
donc EM = w ft -j^F « De sorte q»tf»lott silppos?AC = ll, 

AD= - <i,EM = -c, oôâura 

. * /~ 

* a X R 

Ayant calcule par la formule (i) le côté d d'un polygone régulier 
inscrit d'un nombre d@ côtés , double de celui du polygone inscrit 
dont le côté = a, si pour a on écrit V dans- la formule (a)-, on aura 
pour c le côté du polygone régulier circonscrit du même nombre de 
côtés que le polygone inscrit dont a! est Je côté. 

Le côté du carré inscrit au cercle du rayon = i , a été trouvé 
s yfi = a (IX. théor. VI,coroll* II ) j cette substitution faite dans 

la formule (i), donne a' = \Za — v'a = 0,765369, côté de l'ocJ 
togone inscrit ; là substitution de cette valeur de a' dans la for- 
a x 0,76537 i,53o74 

^ eW>donaett , c «~_^ . = jp __ sftoifc8 p 

^ôte* <te lWogôrie circonscrit; Oh aurafdbric 8 ûf =i fj, raa$6, 8 c == 
6,6^74^ Ba 1 circonférence comprise entré cerdeul contours, Tant 
donc st& fois le rayon. 

En partant de lTfeiagone rt%ulier inscrit, on a a=z 1 ", et , d'après 
fo formule (i) 9 a' =y a — ' V^3 == 0,517639 : écrivant cette valeur 
dJf <** pbut a dàris (a), on trouve c = 0,^34667$ d'ofc Ton tire 
ï£a*== 6,aTit>£8', ta c = 6,fi6oo4 : si Ton ajoute, les contours do 
ces polygoriefr inscrit d circonscrit de* douze-côté* , et qu'on prenne la 
moitié 1 de la sbnimé, on trduve 6,3i3836" : , valeur plus approchée 
de Wckcënfôrehîçé. Oit parviendrait ainsi' aux contours des pôly- 
gtofts* inscrit et circonscrit de a£', fô , 06, etc., côtés qui différe- 
raient dé moins ' en* moins entr^euaf et de la circonférence toujours 
plù*> grande que Ton de ces contours et plus petite que l'antre. 
C'est pair de semblables - caddtols qt^^rttoié<3e » trouvé que la cîr- 

cbnféreiice du cerclé*, était -^dii dfàmètre, et qu'Adrien Métius a 

355 
. obtetiu le rapport le plus* approche* — -,, 

Comme la question d'assigner, an mon» par approximation, la 
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valeur de la circonférence en parties du rayon, est l'âne des pins 
importantes de la géométrie, bous en donnerons encore deux so- 
lutions. 

THÉORÈME IT. 

I/arc BH étaat «apposé égal à la aaottié de l'arc BHG, si de l'extrémité A 
èm disasetr* AB, o* tire les cordes AH, AG, on aura AH* = 
ÀC(AB4-AG).(JV »5i). 

Tires les cordes BG, BH, HG , abaisses la perpendiculaire HF snr 
AB et menés la tangente H D jusqu'à la rencontre de la corde AG 
prolongée; l'angle en D est droit, à cause de HD parallèle à' 
BG, et de l'angle AGB = i', et les quatre triangles rectangles 
BFH, HEB , UEG , GDH, sont parfaitement égaux, ce que nous 
démontrerons d'abord à l'égard des deux triangles BHF , HGD : ils 
ont le coté HB= HG, l'angle droit F = D : mais l'angle F BH 

a pour mesure - AGH, et l'angle HGD = HAG -+• AHG = 

HG AMG AGH ..«•... 

— «♦- = : les troisièmes angles étant égaux , les. 

a a a 

deux triangles ont un côté égal entre deux angles égaux. Les deux, 
triangles BFH, BHE, ont le cote BH commun, un angle droit 
en F et E; d'ailleurs on a conclu précédemment l'angle FHB =. 
GHD; donc FH B = EB H. On a donc BF = DG , HF = DH; 
de plus les angles BAH, GAH e'tanl égaux entreux, par cons- 
truction, les triangles rectangles A F H, AD H, seront aussi par- 
faitement égaux, doit Ton tire AD = A F. Cela pose, le triangle 

AHB étant rectangle en H, on aura (VU. theor. X, cor. H. a°.) AH* = 
= AB x AF=ACx aAF = AC(AF-+-AD) = AC(AB — 
B F -h AG -t- DG) = AC f AB -h AG) , à cause de BF = GD. 

Corollaire I. En supposant le rayon AC = i , 4a propriété pré- 
cédente devient AH* =2-4- AG , d'oit AH = ^ % + AG- 

- Corollaire 11. Si Ton continue de .diviser en deor parties égales 
l'arc BH en I, l'arc BI en K, l'arc BK en L, et ainsi de suite, 

on aura AI = (/a ■+• AH, AK= |/a -+- AI,AL=V^2-*-AK,etc. 

. Soit donc l'arc BUG égal au sixième de lu circonférence , on aurai 

(IX. théor. VU) BG= 1 , etÂG* = 3, d'oà AG = /3 = 

,73ao5o 807569 : la corde AH=V/a ■*-■ AG=i,93id5i ôStftf j 
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la troisième corde Aï = \/a -+- AH == 1,982889 7^*747, et ainsi 
de suite. Du calcul de ces cordes , on passera immédiatement à celui 
des cordes BG, BH, fil, etc., en observant qu'on a toujours 
BH ft + ÂH a = 4, Bl a + AÏ* = 4t etc. d'bu l'ontireBH=: 
^4— ÂH ft = V^^^l— V / i == Atr,BK= t/^ÂÎ. 

En partant de la corde B G= 1 , on trouve BH= 0,517638 090*05, 
BI = o,*6iô5a a8444o, BK = o,i3o8o6 *5846o, BL = 
o,o65438 i65543 r etc, BM = 0,03*7*3 463*53, BN = 
o,oi636a 279*08, BO = 0,008181 *o8o5*, BP = 0,004090 
6i*58* ,BQ=a o,oo*o45 307361 , etc. Les demi-contours de ces 
polygones, «ont3BG, 6BH, i*BI, *4BK, 48BL, 96 BM, 
19* BN, 384 BO, 768 BP, i536BQ, etc., et on trouve 
i536 BQ = 3,i4i59* o3i*3* , résultat qui, dans les sept pre- 
miers chiffres, s'accorde avec celui qu'on a trouvé. ( probl. I). 

PROBLÈME V. 

Les cordes de deux arcs et leurs distances an centre étant données, trouver 
■la corde de la différence de ces arcs, et sa distance an centre. ( Fig. i3a). 

On donne EG = a a , FG = a c, les distances CA-=rzb. CB = di 
il faut trouver la corde EF et la distance CD. Les triangles EDI, GAI 
sont équi angles, comme rectangles en D et A, et ayant en I un angle 
opposé: les triangles EDI, CBF sont aussi équiangles y parce qu Us 
sont rectangles en D et B, et que l'angle DEI est égal à l'angle FCB 5 
conséquemment les triangles CAI , CBF sont eux-mêmes équianglcs, 
et donnent la proportion 

CB:CF = CA:CI, CB : FB===CA : AI , 

„, , ,, . ~, CF x C A mi .. FBxCA 
d oUl on tire CI = —ç^- = -j~;AI = CB = 

c x b _,_. _, . A . cb ad — bc -. . ,, 

— — , El = EA — AI = a -=-=- 5 .Mais d une autre 

a a a 

part , la similitude des triangles EDI, CBF, fournit les deux pro- 
portions 

CF:CB=EI:ED, CF:FB=:EI:ID: * 

* «r. CB x El d ad—bc , fn 

donc ED = tt« — = - X 3 • = ad — b cf ID=a 

Lit i a ' 

FB x El V ad — bc c , , , , nTk 
■?~j^ — .55 - x -7-j — = 2 ( ad *" * c )>donc CD 2= 
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CI + ID =» I * 3 (ad— ie) = ae+si,enayant<igar4 

è r«gjwp* -4-d' * ». ** ^p»»- 1 »B , + B<B * 

JJnsi le» «qpanons 
fJ>sam±H,J&'3l* — É*,ouEFs;>(«*-*<0 -.(0. 

rcsojven» le problème. , • i 

Nous remarquerons qoe Jonqoe le centreC tombe dan. le mangle 
EFG„ H UM remplacer b par — 6 (Alg.,' ptem. iect.) ce q« 

change lei équations (i) dan* çdlea-ci 
CD=:ac-bd,VD = ad+bc,<mœ = *{*d + bc)....(*). 

Enfin si le centre C tombe aor 1. cote" EG, la distance 6==o, et par 

conséquent EA *= « — * 5 donc 

CD=c,EF = W....(a). 

Pour appliquer les formules (il, et en tirer, par exemple > la cord. 
E F de la soixantième partie de la circonférence , et CD , distance de 
cette corde an centre, on y fera I£ ou 9 * cgal au <***> **«*»• 
relier inscrit, CA ou b égal m raye» <*» cercle mm* h a* palyr 
gone , FG ou a c égal an côtf du dodécagone régulier inscrit, et CB ou 
' à égal an rayon du cercle inscrit à ce polygone : sous ces hypothèses, 

. et en prenant la circonférence pour uni*» , l'arc EGï= ~> rw FG 

= ^,doncEF=^-^=-^ =^,ensortequelacorde 

EFestlecôtédu polygonede6o cot és. Or (IX .;probl. I, coroll. H) 

et (prohl. ffl) c =i f V/a=r-^3, dszty***? : <*qac • 
EF=j{ — i -* V5) V/ÏTTI— jl/ro+av'S V'»— V3> 

CD^i^^T^ 

mai* en extrayant les racines de 3 et de 5 jusqu'à la Quinzième déci- 
male, on obtient V* = i,73ao5 o8o 7 5 6Ç877, V5 = 3,a36o6 
73774 997S&» d ' QU 1W *>™$ u * EF = °> io 4 6 7 , 9 , ?4 «5, CD = 
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*,goj36a 9S345 5<5^ «teolFa 6,a8o3i 4749Î fô : poor «toit le 
polygone circonscrit 4e 60 cotes, semblable au polygone circonscrit 
da càié EF, on fera la proportion GK. : EF t=z CD' ou CF : CD, 

F F fin Pi? 

tfonGKte £5' >èt * D 'G Ks *^D~ = «,«««893 35i3$ 65. 

Nous nous borneront à cette renie application {ni mettra le lecteur 
ne'utdWfefre d'autre*. 

«^^^^^^^ « ^«« ^ ^ ^ ^^^^^^^^^^^^ ^^^ ^ ^« ^ 

CHAPITRE XL 

Trigooométrife. 

NOTIONS. 

Ijà ir%o*d»ie*rlte à poftf objet de résoudre ïès *nifrgles> 
c'est-à-dire , de déterminer leurs angles et leurs côtés 
par le moyen d'un nombre suffisant de données. 

Il est char que ces donnée* sont celles qui définissent 
nn triangle $ considération qui texcïut ceHes des trois 
angles, qui conviennent à une Série dé triangles sem- 
blables. 

Ainsi des six choses qui entrent dans un triangle , sa* 
voir : les trois angles et les trois cotés, il suffit d'en con- 
naître trois parmi lesquelles il y ait au moins un côté £ 
et , en effet , on sait déjà ( chap. I ) que connaissant , 
i°. les trois cotés; 2*. deux côtés et l'angle compris f 
3°. un côté et les. deux angles adjacens; on peut cons- 
truire le triangle» En combinant trois à trois ces six don- 
nées a,&,c,A,B,C, dont les trois premières représen- 
tent les trois angles, et les trois dernières les trois côtés 
opposés , sous la restriction énoncée plus haut, et obser- 
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rant que deux angles étant connus , on connaît le troi- 
sième , on pourra toujours construire le triangle. Nous 
ferons cependant remarquer que sous les données des 
côtés A B, A C et de l'angle b ( Fig. 1 33 ) , il peut y avoir 
lieu aux. deux triangles ABC, ABC, lorsque l'arc décrit 
de A comme centre, avec AC comme rayon, rencontre le. 
coté C B , en C, entre C et B. 

Mais ces constructions qu'on suppose exactes dans la 
théorie , ne le sont pas dans la pratique , à cause de l'im- 
perfection des instrument dont elles exigent l'emploi; 
tandis que les méthodes trigonométriques indépendantes 
de toute construction] graphique , donnent des résultats 
numériques avec tout le degré d'approximation qu'on 
peut désirer. 

Comme il est toujours possible de décomposer un 
triangle, quelconque en deux, triangles rectangles, nous 
considérerons d'abord cette dernière espèce de triangles. 

( Fig. i 34 ). A un angle C déterminé correspond une 
infinité de triangles rectangles semblables, tels que CMP, 
CBD, CB'D', CB'D", etc. : connaissant un seul de ces 
triangles, et, par exemple, le triangle CMP, et un seul 
côté dans chacun des autres, on pourra découvrir les deux 
autres côtés. Ainsi étant donnée l'hypoténuse ÇBdans le 
triangle CBD , on dira 

CM : MP — CB : BD T d'oii BD =' ° B C * M " , 

puis on calculera le côté CD par la proportion 

CM : CP = CB : CD, d'où CD sa CT ^^ ' . 

Pour tous les angles C de o à 1 *, on aura des séries de 
triangles rectangles et semblables qu'on comparera tou* 
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jours avec le triangle rectangle dont hypoténuse serait 
constamment égale à CM, triangles dans lesquels il 
suffira de connaître un coté pour calculer les deux autres : 
nous observerons que l'angle donné G étant commun k 
tous ces triangles, on connaît le second angle aiga 
B,ouB', ouB". ; 

La question est donc réduite à évaluer pour ufle 
hypoténuse CM , et tous les angles en C entre o d . et i d f 
les deux autres côtés MP, CP de l'angle droit. A cet 
effet (Fig. 1 35) % ayant décrit du centre C et avec le rayon 
CM , que nous supposerons égal à l'unité , un quart de cir- 
conférence AME, on conçoit le rayon et le quart de circon- 
férence divisés chacun en ioooooo parties égales, et, 
pour tous les .triangles rectangles -tels que CMP, 
CM'F, etc. , on a évalué les côtés MP et CP en parties 
du rayon > puis on a formé une table en trois colonnes 
dont la première renferme la série des angles C en millio- 
nièmes de i* ( V. not. ) , la seconde et là troisième celles 
des cotés correspondons MP et CP en millionièmes du 
rayon CM, - j 

Les perpendiculaires MP, M'P', M"F', etc. , abaissées 
des extrémités M, M', M", etc., des arcs AM, 4k M', 
A M", etc. , sur le rayon C A mené à l'autre extrémité 
A, commune à ces arcs, ont! été nommées sinus de ces arcs 
ou des angles qu'ils mesurent. 

Si l'on considère l'arc ME faisant avec AM un quart 
de circonférence , et qui est dit complément de AM à i?, 
ou simplement , complément de AM , et si de M , on 
abaisse la perpendiculaire MQ sur le rayon CE, MQ sera, 
d'après la définition, le sinus de l'àrc ME : pareillement 
les perpendiculaires M'Q', M"Q^ etc. , seront les sinus des 
, arcs M'E, M"E, etc. ; ainsi les distances C P, CP 7 , CF, etc„ 
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du centre aux piejcls P, P', P*, etc., des sinus, «eut lés 
sinus des arcs ME, M' E, M"E, etc., complémentaires de 
AM , A M', etc. ; et , par abréviation , on les a nommées 
cosinus 4e oes derniers arcs : le vowiws d'un are est 
donc le s*ms dm complément de cet arc. 

Les lignes MP et CP dans le triangle CPM rectangle 
en P, et dont TJkypotéause CM= i , se notent ainsi : 
sm. c , ços. c f c étant l'angle auquel ces droites se rap- 
portent. Ainsi l'angle &ant 'connu ^ les tables donnent son 
sinus et son Kxwinus^fc réciproquement la donnée du sinus 
ou du cosinus fait trouver l'«angle. . 
. Les arcs prnmtife ont l'origine iSte en A , et les arcs 
complémentaires ont tfarigme fixe en E» 

Nous avons vu , paries deux proportions trouvées plus 
baut, qu'on pouyiaitcakuler tes cot es BD*tDG(F^. i34), 
connaissant l'hypoténuse OB et l'angle c dont -on trouve 
dans les tables le sinus MP et ie cosinus G P. apposons 
actuellement; qu'on veuille résoudre le triangle rectangle 
CBD (Fig. i36), connaissant le* deux cotés CD et 
DB de l'angle droit : pour trouver l'angle c > on fera là 
proportion 

BD : DC = MP : PC = sîn. c : cos. c; 

mais on observera que les deux, termes du dernier rapport 
étant inconnus , on ne peut découvrir l'angle c. Pour lever 
cette difficulté, on a imaginé {Fig. 1 36) au point A une tan- 
gente prolongée jusqu'à la rencontre du rayon CM en T, 
et on a aussi calculé en parties du rayon et consigné dans 
les tables ces tangentes pour tous les arcs de o à i% en 
sorte qu'un angle étant donné , on connaît sa tangente et 
réciproquement. Ainsi dans le problème en question , on 
découvrira l'angle c par la proportion . , 
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CD:©B=CÀ:ÀT,d'oRÀT=^, 

en observant que GA = i. 

La tangente de Pangle G M , complémentaire de A M , 

est ET, et on la nomme ahréviativcimeiit cotmgpnte A 

A M. On a aussi ç*\màé las valeurs de cette cotangente 

. pour tous les arcs de o à i*, lesquelles forment une colonne 

des tables. 

Les deux lignes AT et ET" se notent ainsi : tang. c , et 
cot. c, c étant l'angle auquel elles se rapportent. 

Il est essentiel d'observer, i*. que lorsque deux angles 
valent un droit , ou sont complémens'l'un de l'autre , le 
sinus ou la tangente de l'un, est le cosinus ouja cotan- 
gente de l'autre; 2?. (Fîg. 137) crue deux arcs AM, A M* 
fiupplémens l'un de l'autre, ou valant ensemble une demi- 
circonference? ont le méf^e sinus * car l'arc AM étant 
égal à M'B, la droite MM' est parallèle au diamètre AB; 
donc MP qui est le sinus de l'arc A M, est égal au sinus 
M' F de l'arc supplémentaire A M'. 

Ces principes nous suffiront pour la résolution des trian- 
gles rectangles auxquels nous allons les appliquer. 

Nous observerons d'abord qu'il est facile de rapporter 
les lignes sin. , cos. , tang. , cot. , calculées pour un rayon 
égal à l'unité , à un rayon quelconque R donné : car 
(Fig. i38)CM tout = 1 , et CM' œ$ , on a les pro- 
portions 

I : MP ou sih. = R :MV 9 
1 : CP ou cos. =R : CPY 

• % 1 : AT ou tang. = R : A'/, 
1 : ET ou cot. = R : E7, 

dans lesquelles M'P', CP', A'/, EY sont les sinus , cosinus, 
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tangente , cotangente pour le nouveau rayon R que nous 

emploierons par la suite au lieu de l'unité. 

PROBLÈME PREMIER. 

Étant donnes l'hypoténuse et un côte*, trouver le troisième cote et 
les deux angles aigus. ( Fig. i3g). 

On connaît les côtés CB , BD, le rayon CM =R , et 
l'angle droit d : pour déterminer l'angle c on fera la pro- 
portion 

^_ _ n * . , R x BD 

CB : R = BD : sin. c , d ou sm. c = — cJT~ > 

connaissant l'angle c , on connaîtra en même temps l'an- 
gle b = iootf — c; on pourrait aussi avoir l'angle b direc- 
tement par la proportion 

CB : R=BD: sin. cou cos. &, d'où cos.£ = — g« — , 

qui n'est que la précédente en remplaçant sin. cpar cos. b f 
parce que le sinus d'un angle est le cosinus de l'angle com- 
plémentaire, (not. ). 

Quant au troisième côté CD, il peut se trouver de 
deux manières : 

i°. Dans les deux triangles semblables CBD,CrE, 

on a 

BD 
ÇEouR : EToucot.c=BD : CD, d'ouCD=-g-cot.cj 

2 . On peut tirer la valeur de CD de la propriété 
CD* s=5 cB a «— SB*. 
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PROBLÈME II. 

Étant donnés les deox côtes de l'angle droit, troorer l'hypoténuse et 
les angles. ( Fig. 1 39 ). 

Les côtés connus sont CD, DB : on aura l'angle c par 
la proportion - 
CD:DB=CAouR: AT,d'ou tang.c= R *p B ; 

d'où on conclut b s=s 1 oo* — c ; mais on trouverait aussi 
l'angle b directement. A cet effet , après avoir pris Ba = 
CM, décrit Tare a M^t mené au point a la tangente at 7 
prolongée jusqu'à la rencontre du rayon BM', d'où résulte 
<zt=:tang. b , on a les deux triangles semblables Bat, 
BDG, qui donnent la proportion 

BD : DC=Ba ou R : at, d'oiitang. b=- i g— . 

On trouvera l'hypoténuse CB par la proportion 

CB 2 CMouR = BD 2 sin. c, d'ouCB = ^~ , 

sm. c 7 

ou par la propriété BC* = BD a -f- DC*. 

PROBLÈME III. 

Étant donnés l'hypoténuse et nn angle , trotnrer les deux antres côtes. 
(Fig. 139;. 

Connaissant l'un des angles aigus c , on connaîtra le se- 
cond angle aigu b : il ne restera donc qu'à calculer les 
cotés, et , à cet effet , on fera les proportions 

CB 
CM ou R : MP ou sin. c = CB 2 BD = -77- sin. c , 



CB 
CM ou R 2 CP ou cos. c = CB 2 CD =: ^ cos. c; 



R 

CB 
R 
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PROBLÈME IV. 

Étant donne ita côte de l'angle droit arec l'on des angles aigus, 
trouver l'hypoténuse et l'autre côte. (Fig, 139). 

GoiiftttstamfTtfa desdfcw; angler aigus b , on connaîtra 
l'autre c; ainsi on peut supposer connus le côte' BD et 
l'angle opposée; o» fera donc les proportions 

AT ou tan*, c s GAot*a=Bïy: CD=ûBÏ>X -3- , 

tant;, c 

MPoosin* c : CMeuRaafi® rCITssrM) X ft . 



Tels sont tous les cas des triangles rectangles qui ne 
présentent aucune difficulté x puisqu'ils sont résqjus par la 
comparaison, de deux triangles semblables , ou par le 
théorème de Pytbagore. 

Noua [passerons à- la r&elationr des triangles obli- 
quangles. 

PROBLEME y. 

Étant donnés deux angles et un côte* , trouver le troisième angle et les 
deux autset-côte*. (Fifr i4<> )• 

Ites^deuxangLB&eoimu&tf efr£ feinwt cownaître lé troi* 
sième en c. Pour trouver 4 les côtes inconnus C A, AB, on 
partagera le triangle ACB par la perpendiculaire CH > et 
des points B et A comme centré, avec le rayon R, décri- 
vant les arcs de cercles p et q , et abaissant les perpen- 
diculaires MF, ffQ', qui seront les sinus des angles b et 
<z, les triangles semblables BMP, BCH donneront les 
proportions!: 

BC 
BM ou R : MP ou sin. è = BC: CH= ^ ski: b.. 
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Les trkmfcta ANQ r A C H donneront ceH**ci ; 

AN ou R : NQousin. a = ACoux: CH=r^sin.af 

comme CH == GH, on aura 

BC . ar, . i. , ' » ,~ .«in. fc ^^_ 
-tr- sin. 6 = -=r sin. a , dou x ou AC == ^ BC * 

égalité de laquelle on déduit la proportion 

BC': AC =sin. a : sin. b. .. (i) , 

dans laquelle on lit que les côtés BC et ACsont entr'eux 
comme les sinus des angles b et c opposés à ces cotés. Si 
donc on abaissait de B une perpendiculaire sur le coté 
C A , on aurait pareillemment 

BC : AB = sûw a : sin. c , d'où AB = '^Tï^* 00* 

ainsi on connaît les côtés AC „ AB. 

Corollaire. Des deu* proportions (i) et (2) , on dé- 
duit cette suite de rapports égaux 

BC : AC : AB = sin. a : sin. b : sin. c. 

Ainsi dans un triangle, les côtés sont comme les sinus 
des angles opposés , propriété importante que nous allons 
démontrer directement* 

. XHioaij^H. PREMIER. 

Dans tout triangle , les sinn» des angles soot dans le rapport deaxôtes 
opposé» à ces angles. ( Flg. ij}i ). 

Circonscrivons un^Garole ai* triangle ABC, cequi esttou* 
jours possible, et du centre O abaissons les pérpcndiculiâne» 
OP, OQ, OR, surtles trois côtés , perpendiculaires qui divi- 
seront également ces côtes et les arcs sous-tendus. Il ré- 
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suite de cette construction que AP = ~ AB sera le sinus 
de l'arc A M , mesure de l'angle C , que BQ = | BC sera 
le sinus de l'arc BN , mesure de l'angle A , et enfin -que 
AR === \ AC sera le sinus de l'arc AT, mesure de l'angle 
B; cela posé , on a cette suite de rapports égaux 

AB:|AB=:BC:|BC = AC2|AC; 
c'est-à-dire , 

AB 2 sin. C = BC : sin. A — AC : sin. B : 

en observant que ces sinus sont rapportés au rayon R' du 
cercle circonscrit au triangle : il s'agit de les rapporter au 
rayon R) or (Fig. 142 ) CA étant R et ÇA' étant R» 
on a 

R : MP = R' : M'P', d'où M'P' = ^ MP; 

la suite précédente devient donc 

R' R' 1\ 

AB : -g- sin. C =^=BC : xTSÛi. A =AC : _ sin. B. 

R' 
c'est-à-dire , en supprimant le facteur commun -- -, 1 

R 

AB 2 sin. G = BC : sin. A = AC : sin. B. 

PROBLÈME VI. 

Étant donnes deux côtés arec, l'angle oppose à l'un de ces côtés, 
trouver le troisième côté et les deux autres angles. (Fig. i43). 

Les données sont C A , CB , et l'angle a : on trouvera 
d'abord l'angle b d'après cette propriété que les sinus des 
angles sont entr'eux comme les côtés opposés , de la- 
quelle on tire 

^« „ * . - ,' CA . 

CB : CA = sin. a : sm. b = gg sm. a} 
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maïs si de C comme centre avec CB comme rayon , on 

décrit un arc qui rencontre le coté B A en B', les données 

CA, CB et l'angle a, resteront les mêmes dans les deux 

triangles ACB, ACB', en sorte qu'on ,pourra conclure» 

sin. b, ou sin (200*— ô)=sin. b\ en observant que le sinus 

d'un arc, est le même que celui de son supplément (not.), 

ce qui s'applique aux deux arcs b et 200* — b : mais ces 

deux solutions n'aurontjieu qu'autant qu'on aura à la fois 

l'angle a aigu, et le côté C A> CB. Si l'angle a est obtus, 

l'angle b sera nécessairement aigu ; alors JeJ triangle sera 

défini , et il n'y aura qu'une solution : si l'angle a étant 

aigu jOnaCA^CBjil n'y aura encore qu'une solution, 

parce qu'alors l'angle b est aigu , à plus forte raison. 

Connaissant les angles a et b , on en conclura le 
troisième c, et on obtiendra le troisième côté par la 
proportion 

sin. e ~ 

.sin. a : sin. c = CB : AB = ZsZTZ. ^B- 

sin. a 

THÉORÈME II. 

La somme des sinas de deux arcs ÀM, AN , est à la différence de 
ces mêmes sinus , comme la tangente de la moitié de la somme de 
ces deux arcs, est à la tangente de la moitié de leur différence} c'est- 
à-dire qu'on a sin. A M -h sin. AN : sin. AM — sin. AN = 

(AM-kAN) (AM— AN) , -. „ s 
une -i L : tang v *. (Fig. i44)- 

Portez l'arc A M de A en M', et tirez MM' qui sera 
perpendiculaire sur le diamètre A B, menez la perpendi- 
culaire NQ sur AB , et N F parallèle à A B , joignez le point 
F aux points M et M', et d'un rayon F G égal à celui du 
cercle , décrivez l'arc I G K rencontrant N F en G , et en 
«e point G élevez H L perpendiculaire à NF: les lignes 

B 
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GH et GL sont les tangentes des angles f ti f qui oh* 
pour mesures les moitiés àes arcs NM, KM', dont le pre- 
mier est la différence AM — AN , et le dernier est kl 
tomme AN -|- AM' = AN + AM, en sorte que GH sa 
tang./= tang. \ (AM — AN), GL = tang./ = 
tang. \ ( AM 4- AN ) \ cela posé , il est visible que M'P 
étant=MP, k ligne M'R = MP + PR=MP+NQ=; 
sm. AM -f si». AN; pareillement MR=MP— NÇ>= 
sin. A M — sin. AN : d'ailleurs les triangles semblables 
FGH et FMR , FGL et FRM', donnent les proportions 

HG : MR = FG : FR , 
LG : MR = FG ; FR> 

donc à cause du rapport commun , on a 

LG r »rR = HG : MR,ouM'R : MR = GL : GH, 

c'est-à-dire la propriété énoncée. / 

Nous pouvons maintenant résoudre le problème sui- 
vant. 

PROBLÈME III. 

Étant donnes les deux côtes C À , C B avec l'angle compris , trouver 
les deux autres angles^et le troisième côté. (Fig. i45). 

Connaissant l'angle c , on connaîtra la demi-somme des 

a + 6 

deux autrçs angles, savoir — — ; mais(théor. I) 

sm. a 1 sin, b = CD : CA y 
d'où 

sin. «+sin. b : sin. a— sm,£=CB + CA : CB — CA, 

et(théor. II) 

ta Dg ^ : l»g ^ =CB+CA : CB-CA, 
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on connaît donc par cette proportion tang , et les 

tables donnent l'angle : or 

a = \(a + b) + \(a-b) 7 
b=z\{a + b) — \(a—b)z 

on a donc en particulier chacun des angles a et b : ainsi 
pour trouver le troisième coté AB , on fera la proportion 
(théor.I) 

sin. a : sin. c = CB : AB = -r^ — CB. 

sin. a 

♦ 

Nous aurons besoin du théorème suivant pour complé- 
ter la résolution des triangles rectilignes. , 

THÉORÈME III. 

Dans tout triangle recliligne, le cosinus d'un angle est an rayon, 
comme la somme des carrés des cotés qui comprennent cet angle, 
moins le carré dn troisième coté, on dn côté opposé, est an 
double rectangle des deux premiers côtés. (Fig. i4° )• 

Des points A et B, avec le rayon R, décrivons les arcs q 
etp , et du point G abaissons la perpendiculaire C H sur 
le côté AB : les triangles semblables ACH, ANQ donne- 
ront la proportion 

AC 
B. : AQou cos.a=:AG : AH= ^r- cos. a; 

* AC 

mais de BH =s B A — AH = B A — -g- cos. a , on dé- 
duit en élevant de part et d'antre au carré , 

a a. BAxAC â T7> 

BH ft = BA* — g— cos. a -f Z± cos. *a; 

or, en ayant égard aux valeurs de AH et de B H qu'on 
vient de trouver, 

QP = AC* — AS* ~ £5* — ^-cos.*a, 
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Ch^z^CB* — BH* = CB , — 

. a. ÇA x AC Tr» 

(BA* g cos. a + -~-cos. % a) z 

de l'égalité de ces valeurs de CH*, on déduit 

_ _ _ aBA x AC 

AC* = CB* — BA*H g cos. a, 

d'où l'on conclut 

co, a= R.x ]rc '+ A ^- g5t ....(o: 

Si Ja perpendiculaire CH tombait en dehors du triangle 

AC 

{Fig. 146), on aurait BH=AH — AB= -g- cos. a — BA, 

et la valeur de BH* étant exactement la même que celle 
que nous avons trouvée ci-dessus, on aurait les mêmes 
valeurs de CH% et conséquemment la même valeur de 
cos. a. 

PROBLÈME IV. 

Étant donnés les trois côtés d'un triangle, trouTer les trois angles. 
(Fig. 140). 

. On a , d'après le théorème précédent , 

^ B p^XC» + ÂB a — CB ft 

cos ' fl = sR X aBAxAC ' 

et on déterminera de la même manière les deux antres an- 
gles par les formules 

, p ^BC a + BX*— CÀ» 
cos.6 = R X aBCxBA , 

cos c — R *CÀ* + CB>-ÂB ft 
COS.C — KX— aCA)rtB — - 

Nous présenterons dans les deux tableaux suivans tous 
les cas des triangles rectangles et des triangles obliquan- 



DE GÉOMÉTRIE. ,, 7 

gles, en désignant l'hypoténuse par D, pour rappeler 
qu'elle est opposée à l'angle droit, les angles aigus par b et 
c, et les côtés. opposés à ces angles par B et C. 

TRIANGLE RECTANGLE (Fig. ,47). 




3. 



4- 



$, 



6. 



L'hypoténuse 

D et les angles 

b etc. 



B etC. 



R : sin. c = D : C. 
R : cos. c = D : B. 



L'hypoténuse 
DetuucôtéC. 



L'hypoténuse 
D et un côte C. 



Les angles 

betc 

et nu côté C. 



Les angles 
b etc. 



Les angles 

b et c et 

l'autre côte* B. 



D : C = R : sin. c 
6 = ioo£ — c. 



On cherchera fes an- 
gles par le deuxième 
cas , et le côte B par 
le premier. 



L'hypoténuse 
D et le côte B. 



Les angles 

A et c 
et le côte' B. 



Le côté C et 

l'hypoténuse 

D. 



CetB. 



Les angles b 
et c, et l'hypo- 
ténuse D. 



Sin. c : R = C : D. 
Tang. c:R=C:B 



R : tang. c = B : C 
Sin. c : R = C : D 
ou D* = O H- B a . 



B:C=R:tang.c: 
on trouve l'hypoté- 
nuse par le quatrième 
cas. 
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Nous désignerons les trois angles par a, b et c , et les 
cotés opposés par A, B et C. 

TRIANGLE OBLIQUANGLE (Flg. 148). 



CAS. 



4. 



DONNÉES. 



Les angles a 

et b et un 
. côté B : 
on connaît c. 



Les côtés A, B 
et l'angle a op- 
posé à l'un 
d'eux. 



Le* côtes C et 

B , et l'angle 

compris a. 



Les trois côtés 
A,BetC 



INCONNUES. 



Les côtés A et 
C. 



Les angles b 
et c, et le côté 

c. 



Les angles b 
et c , et le côté 



Les trois angles 
a, b et c, 



SOLUTIONS. 



sin.&:sin.a=B : A. 
sin. b : sin. c =B : C. 



/ 



A : B=sin.tf : sm/t 

c = aocy^-^M"*) 
sin. t : sin. c=B : C. 



(C+-b\ 
=ctang / y tang. 

I J : connaissant 

c et b 9 on découTrira 
A par le premier cas. 



cos,a =R x 



B*4-C»— A a 



cos.fcR x 



aJBxC 
0-*-A*— B» 



COS.C=R X 



aCxA 
B*-+-A a — C*. 



2 BxA 



DE GÉOMÉTRIE. u 9 

CHAPITRE XII. 

Du calcul trigonométrique. 

NOTIONS. 

Lies arcs que nous aurons à Considérer, sont rapportés 
(Fig. 149) les uns à l'origine A , les autres à Porigîne E, 
Tare AE étant un quart de circonférence : les premiers 
seront les «n» primitifs*, et les antres seront les arcs 
complémentaires. 

Nous regarderons comme positifs ou absolus les sinus 
qui tombent au-dessus du diamètre AB , et nous pren- 
drons négativement ceux qui tombent au-dessous de AB 
(AJg. prem. sect* ). Atta tous, lès -arcs ^rmirtifc de o à sr, «r 
étant la demi r circonférence , auront des sinus positifs, 
et tous les arcs de sr à 2 * auront des sinus négatifs; 

Nous regarderons encore comme positifs tous les arcs 
comptes de A>et dans le seas AM EB , etc. , et conséquem- 
ment comme négatifs tous les arcs comptas de A dans le 
sens contraire AM'D,,ete. j ces derniers arcs de p à sr 
auront des einus négatifc , et de ir'k 1 tz des sinus positifs. 

Les arcs complémentaires comptés de E vers A , seront 
positifs , et de E vers B seront négatifs : les sinus Q M des 
premiers , qui s'étendent à gauche du diamètre DE , se- 
ront absolus ou positif*, et les sinus <J m des seconds , qui 
s'étendent à droite du même diamètre , seront négatifs. 
Lés premiers/arcs sont des complémens additifs aux arcs 
primitifs j les seconds sont des complémens souslractiÊ. 
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Ainsi lorsque l'arc primitif est entre o et -, auquel cas le 
complément est additif, le cosinus CP est positif; lorsque 
l'arc est entre - et *• , et alors le complément est sous- 
tractif , le cosinus Cp est aussi soustractif. Pour les arcs 
de sr à - 7T , les cosinus restent négatifs , et ils redevien- 
nent positifs de - 7r à 2 7T. 

Il faut encore observer que les arcs négatifs ont les 
mêmes cosinus que les mêmes arcs pris positivement. 
Il résulte d'abord de ces notions que 

sin ( — a ) ;= — sin. a , cos ( — a ) = cos. a. . . (i) 
a désignant l'arc À M. 

Soit EM =: Em = û : considérons le sinus de Tare 
- — a = AMj ce sinus sera MP = QC = cos. a: 



7T 

% 



le sinus de l'arc — f- a*=zAEm y estmp =QC = cos.aj 

le cosinus de - — a = AM, estPC = MQ = sin, a^et 
le cosinus de - + a = AEmyestCp^zQmzsz — QM 



3 

= — sin. a. Donc 



sin f- — ûjz=cos.a,sin r-rf-û)=+COS.« 
cos f - — a 1= sin. a. cos f* + a J= — sin. a 
d'où l'on conclut 



f 



(0, 



cos 
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Nous avons déjà démontré (XI.) que le sinus rnp d'un 
*rc AEm, est égal au sinus MP de son supplément AM = a \ 
le cosinus Cp du même arc AEm,est= — CP = — - 
cos. <*. Si Ton > prend Tare Bm' = Bjw = AM=a 
a 9 Je sinus de l'arc • ÂEB m ou de n -f- a > es * 
pm =xi — pm=* — PM s= — ; sin. a} d'ailleurs Tare 
AEB?w' a pour cosinus Cp= — CP = — cos. a : donc le 
sinus d'un arc plus grand que n , tel que tt -f* a , par 
exemple , est le sinus , pris en moins , de l'arc v — a , et le 
cosinus de n -f- a est le même, que celui de ît — a. De ce 
qui précède , on conclura ces formules 

sin (tt — a) = sin. a, sin (n -{- a)=z — sin. a 
cos (n — a) = — cos. a, cos (tt -}- a) = — côs. a 
sin (27T — a)= — sin. a, sin (aîr-f-«) = sin. a V— (3) 
cos (2 7T — a)=cos; û y cos (2ir-f- a) = cos. a 
etc. 

Dans le triangle rectangle MPC (Fig. 149) , on a Sic* 
= MP* -f- PC*, c'est-à-dire , en désignant le rayon par R, 

R a œ sin. a + cos. *.... <4) 
Les triangles semblablesCPM et C AT, CQMet CET' 
{Fig. 139) nous ont donne (chap. XI ) ces deux formules 

tang. .= R X — , cot. a=R X g^.... (5), 

desquelles on conclut 

R.* 

tang. a X cot. a =± R*, ou tang. a = .. (5 ). 

cot. a 

Nous ferons connaître d'autres lignes trigonométriques 
qu'on a encore occasion de considérer, et qu'on a aussi 
évaluées en parties du rayon et consignées dans les tables 
vis-à-vis des arcs auxquels elles répondent. 
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On appelle sécante de l'arc ÀM ( Fig. 139 ) la longueur 
CT comptée du centre C sur le rayon mené par l'extré- 
mité M de l'arc , et prolongé jusqu'à la rencontre en T de 
la tangente en A, menée par l'autre extrémité - T et 00» 
sécante du même arc, la sécante CT' de l'arc complémen- 
taire EM. Pour un angle a dont AM=« est la mesure, 
on désigne ces deux lignes par sec. a et coséc. a. 

La ligne AP se nomme sinus verse y et la ligne £Q co- 
sinus verse , et pour l'arc A M eh note ces lignes en ceti* 
manière: ski. vers, a, cos. vers, eu 

Ces quatre dernières lignes trigonométriques se traduis 
ront encore au moyen du sinus , du cosinus et du rayon. 
En effet ( Fi g. 139 ) , les triangles semblables CMP et 
CTA; CQM et CET' donnent 

Ct> : CM = CA : CT 
CQ : CM = CE : ET, 

d'où l'on déduit 

séç, a = R* X -i~ f ./.. (6). 
cos. a w 

coséc. a = R* X — —-—M» 
sm. a ' 

ona 

AP = CA — CP, EQ = CE — C<2, 

ou 

ski. vers, a = R — » «os. a... (8). 

cos. vers, a = R — sin.. «u*. (g^ 

U devient aonc facile d'assigner les signes des lignes 
trigonométriques dans les quatre quadrans du cercle, 
ainsi que les valeurs numériques de ces lignes aux quatre 
points remarquables de la circonférence, savoir t o£ y 
ton* > soo* et 3oo^. Tel est le sujet du tableau suivant 
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De 



Ofk IOO* 

ioo? à 200* 
200* à 3oo* 
3oo* à 400 



tin. 

+ 
+ 



COS. 

+ 



tang. 



+ 
+ 



cot. 



+ 

+ 



sec. 



+ 



cose. 



Slû.v 



+ 
+ 



+ 
+ 
+ 

+ 



CO«.T. 



+ 
+ 



Pour 



jiooS 



o 

H 

•o 

— R 



R 





00 


R 


00 








00 





00 


R 


R 


— R 





— 00 


— R 


00 


aR 





i 


O 


00 


[— R] 


R 



R 
o 
R 

2 R 



s* 



On sait que ce signe 00 représente l'infini , c'est-à-dire , 
une longueur plus grande qu'aucune lonauewc donné©, 
quelque grande qu'elle soit; c'est encore pour la tan- 
gente de ioot , par exemple , la négation de la possibilité 
que la tangente à l'origine , soit rencontrée par le rayon 
mené par l'autre extrémité de l'arc , parce qu'en eflet 
ces deux lignes sont parallèles , lorsque Tare est de 100^. 
H sera bon de s'exercer à retrouver tlans la figure les 
signes des six dernières lignes triganométriques. 

PROBLÈME PREMIER. 

Étant donnés les sinus et cosinus de deux arcs a et b, assigner les 
«nos et cosinus tant de la somme que de la différence de ces arcs. 
{Fig. i5o). 

Soient le rayon ÀC=R , l'arc AB=a, l'arc BD=6 , 
et par conséquent l'arc ABD=a + ^ : des points B et 
D abaissez les perpendiculaires BE, DF sur AC , du point 
D menez DI perpendiculaire sur BC , enfin par I menez 
IK perpendiculaire et IL parallèle à AC. On aufa 
IK-f DL=DF=sin(<z+£), CK-JL=CF=cos (a-\-by, 
si l'on prolonge le s^nus DI jusqu'à ce qu'il rencontre la 
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circonférence en M , on aura BM sfiBD = 6,etMI=s 

ID = sin. b : par le point M menez MP perpendiculaire, 

et MN parallèle à AC : puisque MI = DI , on aura 

MN = IL, et IN = DL ; donc 

IK— IN=MP=:sin(a— ^),CK+MN=CP=cos:a— A), 

eu 

IK— DL=MP=sm (a— A),CK+IL=CP=cos (a— b). 

Il s'agit donc d'évaluer en sinus et cosinus des arcs o»et b 9 
les lignes IK , DL , CK , IL. Les triangles semblables BCE, 
ICK donnent les proportions 

CB:CI=BE:IK,ouR:cos^=sin.a:IK== sinflCOS ^ 
CB:a=CE:CK,ouR:cos.^=cos.a:CK 



R 
cos. a cos. & 



les triangles DIL , CBE qui ont les côtés perpendiculaires 
ebacun à chacun, sont semblables , et donnent les propor- 
tions . 

CB:DI=Œ:DL,ouR:sin*=cos.a:DL^22!^ÎLf 

sin. bsm. a 



CB:DI=BE:IL, ou R: sin. 6= sin. ai IL = 

donc 

..«„ , , N sin.acos.6-f- cos. a sin. 6 

sin (fl-fijss g 

sin. a cos. b — cos. a sin. b [ 

— _ 

cos. a cos. 6— sin. asin. b t 



sin (tf— 6)= 



cos (a-\-b)'=z 



(10). 



cos {n— h\* J**-*™* b + m-***** . 

On suppose ordinairement ces formules applicables à 
des arcs quelconques, quoiqu'elles paient été trouvées 
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que pour des arcs dont la somme est plus petite que le 
quart de la circonférence; à la vérité, pour chaque ca* 
particulier , on peut imiter la construction précédente , 
et même il est utile de Jy exercer; mais on peut se con- 
vaincre plus facilement , comme il suit , de la généralité 
de ces formules. 

i°. Si la somme des arcs a + b , est plus grande que 

- et moindre que ït, w étant la demi-circonférence, 

v — a _ . b sera plus petit que -; or , d'après la pre- 
mière des formules (3) , 

sin (û+£)=sin (tt — a — b) =sin f -— • a -}--.— b J ; 

Si l'on prend - — a pour un seul arc , et - — b 

pour un autre arc , on aura , d'après la première des for- 
mules (1 p) , et les formules (2) , 

«in (a + b) =s 1 sin f- — aj cos f - — bj 

cos. a sin. b -\- sin. à cos.«& 

_ 

De même , d'après la seconde des formules (3) , 

cos (a + *) = ~ cos ( w — a ~ *) 

-_cos (Z — a + l-b) 

= -!{«- (.--')" (r-0 



,*$ ÉLÉMENS 

:= — I (sin. a sin. b — cos. a cos. b) 
cos. a cos. & — sin. a sin, & 

5 

2°. Si « 4" * est > ^ et < 27T, on aura 2ir — a — 6 
<C.n', d'ailleurs, d'après les formules (3), 
sin(a+ô)= — sin(2*-— a — &)=s— sin(7r — a-f-7r — b) 
cos (a-f- 6) = cos(27r — a — &)=cos (V — a-f-^ — £)> 
donc, en observant que les arcs rc — û et ir — 2> sont sé- 
parément < 7T , 

sin (a + #) = — - | sin (7r— #) cos (tt — £)-}- 

- e . s , s î sin. a cos. 3 + sin. Bcos. a 
sin(n — 6)cos(7r— a)} = . ~ — 

cos (a + 5) =*- l cos (7r — a) cos ( tt — b ) — 

. , \ • / r\ \ cos. a cos. h — sin. a sin. h 
sm(7r — a) sin(7r — b) > s= 

On prouvera de la même manière que ces formules 
sont vraies pour Tare a + b compris entre 2(m — i) % 

et 27727T. 

Remarque* Nous avons démontré (Figure 14.0) 
( XI. théor. I ) ces deux proportions 

AC = *L* BC, AB = ïïîif BC: 
or les triangles semblables BMP, BCH donnent 
BM ou R : BP ou cos. b = B€ : BH = *£ cos. 5, 

et des triangles semblables ANQ, ACH, on déduit 

ANouR:AQoucos.a = AC:AH= B !Î!l^; ces ' a .BC; 

v R sin. a 7 
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d'ailleurs 

BH + HA = AB= ™\cos.b + sinJ h cos ' a \ . 

R t • sm. a J ' 

donc , en substituant pour AB sa valeur, divisant par BC , 
«t multipliant par sin. a , on trouve 

sin. « cos. £ 4- sin. £ cos. a 
sm. c = JL $ 

mais il faut dire que les trois angles a, b et c valent deux 
droits , ou que l'angle c est le supplément de a + Z> • 
ainsi ( not. ) on remplacera sin. c par sin («-{-£), ce 
qui donne la première des formules (10) , c'est-a-dire 

. , .rv sin. a cos. b -4- sin. b cos. a 
sm {a -f £) =3 ^ 

Si, dans cette formule , on suppose b = ioof , on aura 
cos. b = o , sin. £ = R; donc 

• / - i \ B. cos. A 

sin (ioo£ + o) = _r s» cos. a, 

R 

et en remplaçant a par m -f" n , 

sin (iootf + m -+■ n) s=s cos (m + n) 

soit ioOj -f" m — M : on a 

, . N . , M , N sin.Mcos.n-4-sin./icos.M 

cos (y?i-t-yi)=sin(M+w)= *~ 

R 

4 sin( i oo^-f^ m)cos. n -f- sin. w cos ( i ootf +m) 

r cos. m cos. n — sin. n sin. m 
> R » 



en observant que sin f ioOj. -f" m ) = cos « m > 
cos ( îoo,? + m ) =»' — sin* ^ : changeant m en a 
etn en £, on retrouve 
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/ i r\ cos. a cos. b — sin. a sin. b 
cos (a + b) = g , 

on obtiendra les deux antres formules sin (a — £) 
et cos (a — b) y en changeant dans les deux précédentes 
b en — by et observant que sin ( — b) = — sin. b y 
cos (— b) = cos. b. . 

m 

Corollaire. En divisant la première par la troisième 
des formules ( 10 ), on trouve 

, -i_r\ i> ^ sin(tf±:£) r * 
tang(adb£)=Rx V . ./ * 

" cos(<z:±:6) 
1> s^ an. a cos. £ ± sin.. b cos. a 

— ti X r : = y 

cos. a cos. o:*i no. a sin. b 



divisant haut et bas par cos. a cos. b , et remplaçant ^^ 



sm. 
cos. 



par -i^- , on a 



tang- 

i tang. a zh g tang. 5 



tang. (fl±4)=:Rx- 



i qi — tang. a tang. A 

= R » x tang.q±tang.£ 

R* ^i tang. a urag~ 6 

Des formules (io) et (i i), on tire pour az=b, 

f . x 2 sin. a cos. a , . 

sm. 2a = sm. (a -f- a) = g (12) 

R 

, , v cos.*« — sin.* a , 9N 

cos. 2<z=cos. (a + a)= (i3) 

R 

tang. 2 « = tang (a + a) = ? R ^|l-5. . . . . (, 4 ) 

La formule (i3) peut, à l'aide de la propriété (4) ski.* a 
-f- cos.* a = R*, se présenter sous ces deux autre* 
formes 



COS. 2â = 
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2C0s. a a— R* 



™ «~ R» — 2sin.»a }-(i 5 ) 



desquelles on tire en dégageant cos.» a et sin. f a, 



™* • 1 R* + R cos. 2 a 
cos.* a = ! j 



f 

} 

\ 



a 
et en changeant 2 a en a , et cônséquemment a en * a 

„ rto „_2cos. »ia — R» 

cos» as ? , 

R ' 

rftg /r _ R a -2sin.»iq 
R 
Des formules (16) on déduit encore 



R* + R cos. a _ 
a 
R* — R cos. a 



= cos. ft | a 
a a 



= suv 



} 

f 



.(17) 



JDans les triangles semblables C AT et CM P (Fig. 1 38), 

on a 

MP:TA=CMîCT,CP:CM = ÇA:CT, 

donc 

Rtang. R» 

sm. s= -7===, cos. = 77===.... (17 ) 

Ces formules ( i5) > ( iiT) , ( 1 7) , Q 7') nous seront utiles 
dans la géométrie analitique. 

Les formules (i5) àWnent sur -Je -champ la valeur 

de sin. a et cos. a en fonction de cos. 2a, c'est-à-dire , 

le sinus et le cosinus de la moitié d'un arc : ces valeurs sont 

cos.û=V'i(R i -f-Rcos.2a) ) /ON 

sin. a ~\/\ (£* — Rcos. 2a) } ' ' 

l'équation (14) résolue par rapport à tang. a , donn* 

9 
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a=R {-ji^F+SE} (.9) 

taog. a a 

Les valeurs (18) et (19) sont doubles à cause des 
radicaux; il ne s'ensuit cependant pas que les sinus, cosi- 
nus, tangente de la moitié d'un arc 2 a, soient suscep- 
tibles de deux valeurs différentes, ce gui serait visible- 
ment absurde. Mais on doit faire attention que les arcs 
qui ont même cosinus que Tare 2 a , sont compris sous les 
deux formes générales : amir +2û> 2mir-r2a 
( form. 3 ) , dont les moitiés sont m îr+a, m n — a , *- étant 
toujours la demi-circonférence; or les sinus et cosinus de 
la moitié des arcs qui ont même cosinus que l'arc 2 a , 
doivent être donnés par la même équation; donc les 
équations précédentes doivent donner sin (m n ±a), 
cos ( m it dt a ) : il reste donc à faire voir que ces sinus et 
cosinus se réduisent [chacun à deux égaux et de signes 
contraires : or ce qui est évident, puisqu'on a 

sin (otît— a)= qz sin. a , cos (m ir — a) — "f- a cos. a, 
sin(m7r + a) =zhsin.a,cos (mw+ a)=dtcos. a, 

le signe supérieur ayant lieu pour m pair, et l'inférieur 

pour m impair. 

On a encore 

m : n 2 ,._*;„ /« ^_i_„\ 8m « a cos. 2« + «in. 2 a cos. a . 

sin. oa=sin. {la^ay — : ' _ f 

R . 

± M o ;„-- /« - 1 „\ cos. a cos. 2 a — sin. a sin. 2a, 

cps. ô a =cos. (2 a-\'a)zr m , . 2 

R 



tang. 3 «=tang.(2a+a)=R»^Eilf_±i?5S^f . 

R a — tang. a tang. a a 

En substituant dans les deux v premières 2 sin. a cos. a 
pour sin. 2 a , et cos.* a — sin. a a pour cos. 2 a , on trouve 
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i f * * . . 

— Rï ^ sm# * cos - * a — «in. â a) 

i , , ' 

— Rî ^ C08 ' a -*■ 3 mu. * a cos. a ). 

A l'aidé de l'équation sin.« « + C o,.« a = R », t 

«lunmercos.»«danssin.3«, et sin. > a daus cos. fa , 
«t on obtient 



an. 3-=^ j 3R»sin. « - 4 Sm . s a J } 
a ' 3a =i{ 4 cos. 3 a - 3R»cos. a j ( 



..(20) 



008 == IR 4 cos, 3 a 
On trouvera de même 

*»• 4 à =ij cos. a ( 4 R» sul . „ _ g sm>3 a } 

cos.4 a =^(R4_ 8Rïcos . aa+8cos 4a) 

sin. 5 a ==± ( 5 R 4 sin. « ^ i0 R . sin>3 a ^ \ (2oJ 

16 sin. 5 a ) 
cos. 5a=JL ( 5 R4 cos. a — 20 R » cos. s a -f 

16 cos. 5 a) 

d'où l'on voit que le cosinus du tiers, du quart ou du 
«nquième d'un arc donné, dépend de la résolution d'une 
équation du troisième , du quatrième ou du cinquième 
degré. Quant au smus, il est donné par la résolution d'une 
«quation du cinquième degré, pour la division en cinq par- 
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tics; mais pour la. division en quatre parties, M ne pour- 
ra chasser cos. a V« elevant aa carré ' et rtm P la $ al,t 
ensuite cos.» a par R» — sin.» « , ce qui conduirait à une 
équation du huitième degré réductible au quatrième. 

Les formules fondamentales (10) donnent surJe-chamn 
les suivantes 

. ._ . asm. a «6». * 
àn(a+b) + sva(a—b)= g — 

. 2 sm. b cos. a 
«m(a+^) — sm(fl — *)= —g 

» x 2 <**• a COS - * 
*»(« + *) + «*(«—*)= g 

, ... a sïn. a sin. b 
cx»(a — *)— cos(a + *) = — : g — 

«rai servent à transformer des produits de sinus et cosinus 
en sommes ou en différences de ces mêmes lignes. 

Si l'on fait a + b = p, a—b =. j, on aura a =s 
P+-9 b = P ? s les formules (21) deviendront par 
ces substitutions 

sin.p + sul -?~"" Tï 

sin.p — sm. g = g— 

2C ç,(£i-g )cos(£^) (" (2a) 

cos.p + cos. J — ' 1 1 ' ■ ' ^ 1 " ^1 

a ,in(£±i)si n(£^)] 

C&.q~-COS.p= ■ g 
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formules qui serrent à transformer des sommes ou des 
4îffi*efeces t <te sifius ou de c^nus en produits des mêmes 
Kgoes, / 

Si Ton divise le? équations (21) deux à deux Tune par 
l'autre , on trouve* en ne retenant mie les résultats essen- 
tiellement différens, et en gênant compte des relations (5) 
et(6), 

fsin (jg^-j5;)^f,#in (a — B) sin. a cos. b 



cos. a sin. b 



v -MitÇa -r**' b) — jrin (a.*— b j 

tang. a cot. h tang. a 

R* tang. b . 

sin (a -f fi ) -f. sin ( a ~ &) _jin. g tang. a 

cos (a-fr-6)-4-cos(a-— 6) cos. a J( 



(23).. 



sin ( a -}- £ ) 4- sin ( <*—'&) tçqs h _ cot. B 

cos (aj^-b) — cos (a -+- b) . sin. . b *"~" R 

siiy(g ^- cg jt -r "gin (a — & ) sin. &_tang.£ 

\cos (*-»-£)-*- cos (a — n&) côsT^ "~* R" 7 

sin {a + B) — sin (a — B) cos. a _ cot. a 

cof {ar-b) — cos (a+à ) sin. . a R 



cos(fl — £ ) — cos ( a -f-B ) sin. a sin. & 

cos (<r-*r# ) -4- cos ( «— b ) ces. a cos. & 

tatig* €i tang. B 

g- 

Si dans ces formules on remplace a + b par/) et a — B 

par y, et conséquemment a par£j_J? et & par^_?, on? 

les changera dans les suivantes qui sont encore très- 
usitées : 



i3{ 



(24). 



sin 
sin. p — sm. q 
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: ïf: 

tang (£=£) 

•■t-g(£±l)_. 



sin. /? + sin. q 
cos. p -e cos. q 



R 



cot f £=£) 

m. p + sin. q t Va/ 



sin 
cos. q — cos. p 



sm. 



p — sin. q 



** (2^) 



cos. p •+- cos. q 



sin 



cot (£±1} 

. /> — sm. g ^_ \ * J 



cos. </ — cos. p 

COS. £ — COS. p 

cos. p -h ços. q 



tang^-ta.g^) 



ta ng (4i)_Ung(Q) 
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Pour les sommes ou différences de tangentes ou de co- 

tangentes, on a 

. . r R(sin.acos. izhsin.j&cos.a} 

tang. a±; tang. £=_: * 

■ ° cas. a coi. b 

R a sin(a±:&) 

' coa.acos.b 

. . . . r R(sin.£cos.<4rdrsin. acos.£) 

|COt. a ±1 COt. £ = — 1- : : T ' 

sin. a sin. b 

_ R fl sin(&±a) 
. sin. a sin. b 

\* -i- * r R(sin. asin.Z>±:co$. acos.&) 

1 tang. a Hz cot, £ = — v . . — 

* ces. a sm. & 

^ R * cos (B qi a ) 

ços. a sin. # 

[tang. a — cot. B cos(à-f-£) , 

tang. a -4- cot. b "~~ cos (a — b) ~~" 
_ sec. (a — B ) 
séc»(a-t-i) 

Pour h=^a r les troisième et quatrième formules (21) 
donnent 

Ri ™ - ~- 2 co *« * « t> 2 sin.* a 
-f-COS. 2û = - ,R — COS. 2fl= — 5 , 

Il H 

et des quatrième et cinquième formules (23) on déduit 

sin. 2 a tang.a sin. 2' a _ cot. a 

R-t-cos.aa S 9 R— cos. a a ' 5 * 

(27)... /d'où Ton tire par hr division • 

R— -cos. 2*1 * tang. ft a 

Rh-cos. a a """" ~" ft*- 

Enfin les formules (25) donnent 

2 R a ,: 

tanc* a -f» cot. a = -. =5 2 cosec. 2 # 

* sin. a a 

2 R cos. 2 a f 

tans;, a — cot* a = r— —= — 2 cot. 2 a\ . QN 

D sin. a a >"0*o;. 

d'où 

tang. g — cot. a __ cos. 2 a 

tang. a -h cot. a R * 
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A l'aide des formules précédentes , on déduit facilement 
celle-ci 

5in.*a+sm.*£ = Il a — — ^ Z — , 

1 a 

= R a — cos ( a+b) cos (a — b) # 

- .* *r i>* i R(cos.2a+cos.a£) 
cos. a a + cos. a j&=RH — - — s — 

= R a + cos(a+£)cos^a— b) 

sin. * a — sin. a b = cos. *b — cos. * a 

= sïn(a + j&)Xsm(a— *) 

• . • *r u* R(cos. 2fl- cos.aê) 
an. *a+cos. a ^=R* — — - 

= R a — sin(û+*)sm(« — b) 

6*9)-«\sin. % a — cos. a b =; sin. a £ — cos. * a «=» 
R (cos. 2 a + cos. 2 5) 

a 
rz= — cos(a + £)cos (a — b) 

+ - r r R(sin.2a+sin. nb\ 
sin. £ cos. £= — i ! - 
a 

= sin(a + i5)cos(a — 5) 

sin.acos.a-— sin.£cor.5=sin(a— b)cos(a+b) 

.r R4sm(a+£)sin(a — b) 
tane. a a — tang. a £= : — !-J X- _£. 

I . _. «.•* R4sin(a+£)sin (a— £) 

cot. a a — cot» b = v . ' y t — -\ — 

^ «in. ■ a un. * &. 

Ceux qui désireraient plus de détails en ce genre de 
combinaisons, pourront consulter la Trigonométrie de 
Cagnoli, V Introduction à Vanaîise des infiniment petits: 
<FEuler et les ouvrages de Ml Carnot. 
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CHAPITRE XIII. 

Formation des tables de sinus, cosinus, tan- 
gentes , etc. , rapportées à la division décimale, 
et applications. 

Quelque méthode que Ton emploie pour former le» 
tables de sinus , on tombe dans des calculs longs et pé- 
nibles; cependant on est parvenu, à l'aide des séries, à 
les abréger. Ici nous nous contenterons d'indiquer un 
procédé qu'on pourrait employer à la rigueur, mais que 
nous considérons plutôt comme propre à faire sentir la 
possibilité de l'opération , seul but que nous nous propo- 
sions dans ce chapitre. 

Il est d'abord évident que tout peut se réduire au cal- 
cul du [sinus et du cosinus d'un arc fort petit , tel que 
c*,oooi, par exemple; car au moyen des formules 
données dans le chapitre précédent , on peut trouver le 
sinus et le cosinus d'un arc double , triple , etc. , et 
s'élever ainsi jusqu'à 0,0 1 et delà à 0,02 ; o,o3. 

Nous démontrerons d'abord que les arcs fort petits se 
confondent sensiblement avec le sinus et la tangente. 
Il faut bien prendre garde ici que nous parlons de l'arc, 
du sinus et de la tangente exprimés en parties du rayon. 

Soit a un certain arc : on a 



sm. a cos. a 



= -^ l/R 1 — sio. s 



tang. a R R 

plus le sinus diminuera , plus j/r»— $i n . » a approchera 



,38 ÉLÉMENS 

de l'égalité avec R, et par conséquent plus le rapport 

. sm ' .? approchera de l'unité : ainsi, pour de très -petits 

tang. a 

arcs , le sinus est sensiblement égal à la tangente. 

Soit l'arc A M double deAm=a ( Fig. 1 5i ) : si aux 
, extrémités A et M on mène des tangentes AT, MT qui se- 
ront égales ( Y UL théor.' XV, coroll. II ), et la corde, M A , 
il est évident que l'arc AM est plus grand que la corde, et 
plus petit que la somme des tangentes AT-j-MT j donc l'arc 
a est plus grand que la moitié de la corde qui en est le 
sinus , et plus petit que sa tangente : ainsi l'arc lest tou- 
jours compris entre le sinus et la tangente , et si ces deux 
lignes ne différent que d'une quantité extrêmement pe- 
tite , l'arc différera encore moins de chacune d'elles. 

Cela posé , il est aisé de juger si un arc donné a est 
assez petit pour se confondre sensiblement avec son sinus, 
et de reconnaître jusqu'à quelle décimale cette identité a 
lieu : on regardera a comme étant la longueur d'un cer- 
tain sinus , et au moyen de la formule 

R . s?n, R. a 

ng * — y/R^kT» ~ y/R*--a?* * 

on calculera la valeur de la tangente correspondante ; tous 
les chiffres décimaux qui appartiendront au sinus et à la 
tangente, appartiendront nécessairement à l'arc lui- 
même : ainsi l'on pourra juger du degré de l'approxima- 
tion du sinus. 

En prenant le rayon pour unité , on a trouvé (X ) 
rc = 3,m5g 26535 89793 

7t désignant la demi - circonférence 2 l'arc 0,0001 sera 
donc 
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0=10)0001570796326794896: 
en exécutant le calcul que nous venons d'indiquer, on 
s'assurera que cet arc a peut être pris pour sin. a , du 
moins dans les douze premières décimales. 
On a donc 

sin. 0,0001 = 0,0001 5 70796 , etc. 

Reprenons la formule connue 

sin ( x + a ) = sin. x cos. a + sin* a cos. x , 

rapportée au rayon égal à l'unité , et retranchons - en de 
part et d'autre sin. x : nous aurons pour différence 

sin (x -f- o, )— • sin. x = sin. x cos. a -f- sin. a cos. x 
— sin. xz=z cos. x sin. a — sin. x{ 1 — cos. a) £ 

mais ï — cos. a== 2 sin. * \ a [XII. (17)]; donc 

sin(#+a) — sin. 2= sin* a cos. .x— 2sin. a |asin.,r....(3) : 
on trouverait de même 
râ.x-^dn(x--a)==:sm.acos.x4*2sm.*|asin.a:... (4)« 

Retranchant (4) de (3) , puis dégageant sin ( x + a), on 
parvient à la formule 

sin (x-\-a)=sia.x+[sm.x — sin*(r — a)] — (2sin. \ a)* sin.*, 

laquelle par la substitution de x -f- a pour x , devient 

sin (or + 2a)=sin (# + *)•+■ [ sin (,r + *) — sin. x] 
' — ■ ( 2 sin. | a ) * sin ( x + a). . . (5). 

5i pour x on écrit x — l\ puis x — 10" dans la for* 
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mule (5) , etaitlepluB on y fart'asx i',a =s 10", on ob- 
tiendra celles-ci 

5În(j:+ i')=r: : $in*^ + [sin^a:-^-jsin(^:'^j[ / )] 

— (2 sin. 5o" ) a sin. x. . .^6) 

sin(ar+ 1 o") =sin. x + [ sin. x — sm(x -*- x ©")] 

— (2 sin. 5") a sin. r... (7) 

La première donnera les sinus depuis 1' jusqu'à ig 9 en 
y faisant successivement 9r-tn: 1', =c= 2', r= y, etc. 

La seconde donnera les sinus de 10" en 10" depuis 1' 
jusqu'à i8 7 en y faisant aussi x = 1 d' y 20* 3o", etc. 
, On pourra donc calculer de 10" en 10" les sinus de* 
arcs de iià?*, de tm à 3*, et ainsi de suite^ lorsqu'ou 
connaîtra ceux de \8 y 2tf, 3*, etc. 

Mats lorsqu'on ïi déjà ie «inus^ de is' et celui de 5o',on 
peut en faire dépendre* tes-snms de 2*, de 3*, etc. A cet 
effet, que dans la formule (5) on fasse a = i*, puis 
x = o*, = \8 X t=. 2*, = 3^,-efc. , et on aura les relations 
suivantes 

sin. 2* = sin. \8 + ( sm - lér ~ * m « °* ) 

— (2 sin. 5o' ) a sin. 1* 

êm. $8 r= «in. sfr 4- (ein. -28 ~*-~sia. ï*-) 

— ( 2 sin. 5o' ) a sin. 2* 

»in. 4^ ra: sin. 38 4- ( sin. 3# — sin. 2* ) 
— ( 2 sin. 5o' ) a sin. 38. 
etc. 

Ayant donc fait le tableau des multiples du facteur 
constant (2 sin. 5o') a par les nombre 1,2, 3... 9, il 
ne restera plus qu'à effectuer des additions et des 
soustractions. En calculant ees éle'mens ayec treize 
décimales , Terreur, suivant M. Delambre , n'irait qu'à 
10,00000 00000 06 soi* le^iuùs de j». 
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Passé ce terme , c'estrà-dire, de yir à \it les sinus se cajk 
culeront par la formule 

sin (j7r + fl)=3=sin(|w — a) 4- sin. a % 

qu'on déduit des suivantes , 

sin (x -f* a) = cos. a $în. x -J- sm « « cos « * 
sin (x — a) = cos. a. sin. j? — ■- sin. a cos. x, 

en retranchant la seconde dp la première , et faisant dans 
la différente 

sin (x + a) — sin (ar — a) = 2 sin a cos. ,r , 

x = jVj d'oii cos. a: = sin. jn = | cord. £tt = f 
(lX.liieor.Vfl). 

Ayant ainsi calculé les sims de o à 5ô?, on déduira, 
les cosinus des mêmes ares , de la formule 

COS. = V/i— shi.*, 

et ces cosinus seront les sinus de 5o* à loof , d'après la 

formule 

sin (100* — a) = cos, «. 

Passons au calcul des tangentes en parties du rayon : 
en allant de minute en minute , ou de dix millièmes en 
dix millièmes, on aura dix mille tangentes, dont on 
calculera les 5ooo premières, en divisant le sinus par 
le cosinus ; on déduira les 44 00 SF* suivent , de la for- 
mule 

tang f £. -f" a ) — 2 tang. %a -f- tang.f j — aj 

qu'on obtient en faisant b t=z ~ dans celle-ci 
v t —-tang; a tang. A 
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v qui devient par la 

pareillement 

tang^-gW.-^g* 
d'où Ton déduit 

= 2tang. 2 a; 

en observant que tang. - = i . Pour avoir les 600 der- 
nières il faut recourir à une série que nous ne pouvons 
démontrer ici. (Voyez les réciproques ). Mais connaissant 
les sinus et cosinus des arcs moindres que 5o#,en divisant 
le cosinus par le sinus, on formera les cotangentes de 
08 à 5o8 y qui sont les tangentes des arcs au-dessus de 5o* 

Les valeurs çles lignes trigonométriques, ainsi expri- 
mées en parties du rayon , sont ce qu'on appelle les sinus , 
cosinus, tangentes, cotangentes naturels; mais les ta- 
bles offrent les logarithmes de ces lignes, et comme leurs 
valeurs en parties du rayon sont, en général, des frac- , 
tions décimales', les caractéristiques des logarithmes se- 
ront négatifs ( Alg. , prem. sect. ) : ainsi le logarithme 
de sin. 1' = 0,0001 5 70796 etc., pour caractéristique 
a — 4 qu'on écrit ainsi 4. 

D'ailleurs sur l'usage des tables , on peut consulter le 
discours qui est en tête de celles dont on fait usage. 

Il est possible que n'ayant que des tables calculées pour/ 
l'ancienne division, ou pour la division sexagésimale 
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( V. not. }, on ait besoin des lignes trigenométriques 
relatives à la nouvelle , ou réciproquement : qu'il s'agisse 
donc par exemple, d'évaluer un degré de la division 
décimale en parties de la division sexagésimale; on aura 
l'égalité 

wXioo=i° X 90 , d'oii 18 = o°, 9 = £>4'. 

Ainsi le degré décimal, ou le grade, vaut 5^ de 
l'ancienne division : pour une minute décimale , on 
aura la centième partie de 54' = 3240", c'est-à-dire , 
3ft", 4 > et par conséquent o", 324 pour une seconde dé- 
cimale. 

Pour rendre plus facile la conversion dm sous-divisions 
centésimales en divisions sexagésimales, et réciproque- 
ment, nous placerons ici defcx petites tables dont la 
première donne un grade et ses sous-divisions en minutes 
et secondes, et dont la seconde donne un degré, une mi- 
nute et une seconde en grades et fractions décimales du 
grade : 

i g =54' 

o*,i =5' 24" 

otf,oi = o' 32", 4 
o?,ooi = o' 3", 24 
o?,oooi = o' o",324 
Ctf,OO0OI = o' o",o324 



i° = 1*, uni ,etc. 
i' = o*, oi85i85, etc. 
\" = o*, 00080864 3, etc. 

La fraction décimale qui exprime i° dans la seconde 
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table , a l'unité pour période; cette qui exprime l'a pou? 

période i85 , et la dernière a pour période 3o864* , 

Nous ferons quelques applications des tables « la solu- 
tiom de différera problèmes. 

PROBLÈME PREMIER. 

Mesurer la hauteur d'un édifice dont le pied est accefôhle* 
. (Jfifc. i5a). 

Soit l'édifice AP; on prendra à volonté la distance BP, 
. et plaçant en B un instrument propre à mesurer les 
angles , dont nous supposerons que qb soit la hauteur, on 
observera l'angle Aqp; alors dans le triangle rectangle 
Apq , on connaîtra l'aile q et le coté pq = BP qu'on a 
mesuré ;*on pourra donc calculer Ap par la formule 

ApzssqpX tang. Aqp = BP X tang. Aqp. 
(XI. pag. 117, tOjbl. 4 e . cas). Soient JJP= ï 32", angle 
Aqp = 5j$* ?3' 33" on aura 

Ap sa 1 32" X tang. ( 54* 33' 33") 

d'oii ( Alg. prem. sect. ) 

log. Ap=log. i32 -[-log. tang ( 54* 33' 33"), 
or 

log. tang ( 54* 33' 33") = o,o59^o5ç^ 
log. i32 = 2,1205739 

tog. Ap = 2,1798798 

et on trouve Ap = i5i m , 3 14 : pour avoir la hauteur 
cherchée A P, il ne reste plus qu'a ajouter la hauteur 
p¥ = jB de l'instrument 
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PROBLÈME II. 
Mesurer la hauteur d'un édifice dont le pied est inaccessible. 

Soit l'édifice AP : on prendra à volonté les points B fit 
ff dont on mesurera la distance BB'; du point B on 
observera l'angle kqq') du point B' on observera 
l'angle kqq\ mais Bq—B'q's=iFp est la hauteur du 
pied dé l'instrument, ainsi- dans le triangle qkq oh 
connaîtra un côté q ' q = B'B et les deux angles ad/acens* 
on pourra par conséquent calculer le côté kq; on me- 
surera ensuite l'angle kqp, et comme dans le triangle 
kqp rectangle enp , on connaîtra l'angle q et l'hypoté* 
nuse kq , on pourra calculer Ap. 

Supposons qu'on ait pris BB'= aS*, et que Fàngle kqq* 
soit de 68* 38' 89 ', l'angle kqq de 44* 94' 44" et l'angle 
kqp de 63* 4°' 74" • l^ngle q kq étant le supplément de 
la somme des angles kqq f Aqq\ sera de 86? 66' 67". Or 
dans le triangle qkq\ les sinus des angles étant comme les 
côtés opposés (XI. théor. I ) , on a 

. sin. kqq.. / 

Aj?=« -i 2^-Xff i 

^ sm. qkq ** 

d'oii 
log. A jf=» log. «n. A^'î — log. sm. qkq + log- £?'; 



ma» 



iog. sin. kffq œ 1,811099g 
log. f^ « 1,3979400 



som. = 1,2100399 
log. sin. qk q = "1,9904044 



diff. = log. kq = 1,2196355 
et partant, kq = i6 m , 58igfi. 

10 
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Le triangle rectangle Apq donne 

Ap = Aq X sin. À qp 
donc 

log. Ap = log. Aq -f- log. sin. Agp 

et comme 

log. Aq = i ,2 1 96355 
log. sin. Aqp = 7,9289191 

on a 

log. Ap es 1,1435546; cFoii Ap = i3 m ,9i729- 

S'il s'agissait en même temps de déterminer la posi- 
tion du pied de l'édifice, par rapport à la ligne Btf, 
dans le triangle rectangle Aqp, on calculerait qp , et on 
connaîtrait les trois côtés du triangle qpq y ou les cotés 
parallèles du triangle BPB'; ainsi la position du point P 
serait déterminée. 

PROBLEME III. 

Trouver la distance de deux points inaccessibles. (Fig. i54 )• 

Soient les points P et Q situés au-delà d'une rivière 
par rapport au spectateur : après avoir mesuré une 
base AB, on observera du point A les angles PAQ, 
QAB, PAB. Si les droites PQ, AB sont dans un même 
plan, le dernier de ces trois angles, sera égal à la 
somme des deux autres , sinon , ils formeront un angle 
trièdre. Dans tous les cas , après avoir observé du point 
B, les angles ABP, ABQ , on connaîtra dans le triangle 
A PB, le côté AB, et les deux angles adjacens PAB, 
PBAj on pourra par conséquent déterminer le côté AP: 
on connaîtra de même, dans le triangle AQB, le côté 
AB, et les angles adjacens; on pourra par conséquent 
déterminer le côté AQ. Ainsi, dans le triangle PAQ, 
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on connaîtra l'angle PAQ et les deux côtés qui le com- 
prennent ) on pourra donc ( XI. théor. Il et probl. III. ) 
déterminer le coté PQ qui est la distance cherchée. 

Nous allons exposer deux procédés propres à évaluer 
l'inconnue de cette question. 

Désignons par A et B les côtés opposés aux angles a et 
b) nous avons démontré (XI. théor. II, et probl. III) 
cette propriété 

niais à cause de a *f- b + c = 200 , on a , ... =1 

a 

icxH? — .-, et tang f * J = cot. ic; donc 

tang.|(^-^)=A^|xcot.|c, 

d'où l'on tirera la valeur n de \ (a — b); et { c est lt 
Complément de | (a + b) = m ; en sorte que 
a = m + n, é ±=tfi — nj 

il ne restera plus qu'à trouver le côté C = PQ opposé 
à l'angle c = PAQ , ce qu'on fera d'après la proportion 
sin. a : sin. c = A : C. 
On peut au reste déterminer directement ce côté C : 
a cet effet, reprenons la formule (1) ( XI. théor. III ). 

O =t= A* + B* — 2B X A cos. c; 
A, B, C étant les trois côtés du triangle, et c l'angle 
opposé au côté C j ajoutant et soustrayant 2BX A, puis 
remplaçant i^-cos. c par sa valeur 2 sin.* \ c [XII. (17)] , 
il vient 

O = (A — . B) a +. 2B X A (1 — cos. c) 
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, , % t v i ^ • 4B X A si». Re- 
cela posé , on cherchera rangle ç qui a 1 . * . 

pour le carré de «a tangente, hypothèse permise, puis- 
que les tangantes des arc* de o° à ioo° ont leur» valeurs 
entre zéro et l'infini ( pag. 23 ) , et on aura 

(A-B) 



cos. <p 



C=(A— B) |/i + tang.* f x=(A— B)sec. <?z 

en observant que l'angle ç est donné par 

*. _ ~ ^ «in. \ c . /, — - 
tang. ç = -zzrf- r AlTB. 

Soient AQ = A = 87 ro ,8i2, AP = B = 7i m ,577, 
c = 4o° 55' 55*, 2 ( ancienne division). 

' Deuxième proeédé. 

log. A = 1,943553g 
log. B = 1,8547735 



Premier procédé. 

log. (A — B)= 1,2104523 
log. cot. ! c •= 0,428o485 

soin, = 1 ,6385o©8 

log ( A + B ) = 2,2024584 



log. tang. n ; 
d'où 



t,436o4&4 



w =i5° iS' 56", 2 
m^zfy* 32 r 2 V , 4 

puis 0=84° 47' 58", 6 

fc=54° 16' 6^,2 

log. A —^,9435539 

log. sin. c =^,8i63493 



som. = 1,7599032 
log. sin. a = 7,9982084 
log. C =t= 1,7616948. 
ces deux résultats donnent C = 57*, 769. 



log. (A.B) = 3,7983274 

log.|/A.B= 1,8991637 

kg. 2 = o,3oio3oo 
log.ain.|<?t= 7,5436354 

som.= 1,7438291 
log. (A — B)= i,2io4523 

log. tang. ç = 0,5333768 

d'où ?=73° 40' 41", 2 

log. (A — B)= i,2io4523 

log. cos, <p r= 7,4487572 

log. C == 1,7616951 
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PROB&SKE IT. 

Trois, points étant domri» nr om carte, on demancU d'en détermi- 
ner un quatrième par la connaissance des trois angles formés par 
les droites qui joignent le point cherche et les points donnes; 

Soient A, B, C les trois points donnés, ef M le point 
cherché; nommons a et b les distances AB, BC, et * et C 
les angles connus AMB, BMC, x ety les angles inconnus 
BAM, BCM. On aura dans le triangle AMB 

MB = ^l£, 
Stn. « 

et dans le triangle BMC 



MB 



d'où 



et partant 



on tire de là 




sîb. y a sm. C 



sin. x -f- si n. y b sin. * -f- a sin. C 
sin. x — sin.^ b sin. * — a sin. C ' 



c'est-à-dire ( XL théor. II , et probl. HI ) , 
tang 



(^LT) b + a™'* 



•hC^F) 



/ sm. * 

sin. S * 



b — a 



sm. tt 

or l'angle AMC et l'angle ABC étant connus et notés 
par M et B, le quadrilatère ABC M donne x -f- y 
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= 2ir — (B + M)$ ainsi tang f J *** connue j 

on tirera donc de l'équation précédente la valeur de 
tang ( X ? j , savoir; 



T sin. ? 



o-f-a — 



son. * 



connaissant la demi-somme et la demi-différence des 
angles x etjr, on aura aisément chacun d'eux- 

Soient a = 200", b ;== 1 70*, « = 5i* 4^ '» ^ = 33* &>', 

B = 12.-8 Jti'î on aura « -f- C = M = 84* 93', — -L — 

a 106* 1 7'; donc i±£ = * — Ë-±-ÎE =93*83'. Cela 
posé , on a r 

. a sin. £ . . . . - . 

log. — : = log. a + log. sin* C — loç. sin. « j 

or 

log. 200 xcr 2,3oio3oo 
log. sin. 33* 5o' = 7,7009334 



som. = 2,0019634 
log. sin 5 1*43' = 7,8590244 



a sin. S 



sin * 



j» « * sin ' ^ 00 r 

a ou —7 sa 1 38* 0707. 

sm. « 3î7/-/ 

Ainsi 



■HC^-âsg****"» 
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log. 3i m , 0243 = 1,4917020 
log. tang. 93^ 83' = 1,012232a 

som. = 2,5039342 
log. 3o8, 97 5 7 =^4899244 

log. tang (^£) = 0,0140098, 

donc *"""*^ = 5otf 61' 4o", 2, d'où xz=z 144* 44' 40", 2, 
y =p 43° 21' 5 9 ", 8. 

PROBLÈME IV. 
Étant donnas les trois côtés, trouver les trois angles. ( Fîg. i56 ). 
On a trouvé ( XI. théor. III ) la formule 

cos : « = R X aACxAB ■> 

mais (XII. (16)) 

R ft — 2sîn.*iir 
cos. « = — i_ ; 

égalant ces deux valeurs de cos. a , on obtient 

Ra s^ AG a -H £5 a — 5C a — |> a • a x 

d'où Ton tire 

~p»^ (CB + AC — AB)(CB + AB— AC) . 
^ 4AC x AB 

or , en posant CB + AC + AB = 2/7, on a 

CB+AC— AB=op— 2AB, CB+AB— AC=ap~- 2AC, 
donc 
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$,n. a a _ *. ^ 4 ACxAB 



et enfin 



— tt X M X5TAB ' 

i "" u . /(« -, AB) (/> — AC) 



Soient AB = io6 m ,836, AC = io3 m ,357, CB = 
14»"*, 985; d'oîi st/?=i=353 m , ry8, p— AB=69 m , 7 53, 
p— AC= 73^,232, p — BC=33 m ,6o4;donç 

log (p-'AB) = 1,8435629,10g. AB b 2,0287176 
log (p-rAC) = 1,8647009, log, AC = 2,0143399 

som. = 3, 7082638 som.= 4,0430575 

4, 043057$ 

■ — a— 

dirf. r= 7, 6652063 " 
\ difF. = 7, 8326o32 =; log. sin. \ « , 

d'oii l'on conclut «=85° ^2 37", 2 ( ancienne division). 
En calculant les angles b et c d'après ces deux formules 
analogues à; la précédente : 

■■■•<» -• "-ifi.'K"' . 

et on trouverait c = 48 e rô r o*6, £ = 46° 7' 22* et 
« 4- ^ + c = '79° %' Sg*, 8 résultat oui ne diffère de 
*8o° <jue o", 2. 
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CHAPITRE XIV. 

Des plans. 

DÉFINITIONS. 

I. Un plan est une surface indéfinie hit laquelle tme 
ligne droite peut s'appliquer exactement dans tous les 
sens : d'où il résulte qu'une droite qui a deux point» dans 
un plan , est toute entière dans ce plan. 

II. Une droite est perpendiculaire à un plan , lorsqu'elle 
esr perpendiculaire à toutes les droites qa* phssettFpar son 
pied dans son plan. Réciproquement , le plan est perpen- 
diculaire k la droite. 

III. Une droite est parallèle à ira plan , lorsqu'elle ne 
peut le rencontrer, à quelque distance qu'on prolonge 
la droite et le plan. Réciproquement , le plan est parallèle 
à J* droite» 

IV. Deux plans sont peroHefes entre ewx, lorsqu'étant 
prolongés l'un et l'autre dans tout les sens y ils ne se ren-» 
contrent pas. . : * 

V. On pourrait appeler angle linéaire celui que nous 
avons considéré jusqu'ici, et qui exprime l'inclinaison 
mutuelle de deux lignes droites; et angle phno+lùtéaire t 
l'inclinaison d'une droite sur une surface plane : si d'un 
point quelconque de cette droite on abaisse une perpen* 
diculaire sur le plan , et qu'on joigne les points de ren- 
contre de la perpendiculaire et de la droite avec Je plan 9 
l'angle entre cette dernière ligne et la droite de l'espace , 
sera l'angle piano-linéaire* 

Remarque, Par un point , on peut mener des plans dans 



\ 
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tous les sens possibles.Par deux points on par une droite, on 
peut mener des plans en nombre quelconque , mais dans un 
sens seulement ; en sorte que ces plans sont en moindre 
nombre que les premiers. 

THÉORÈME PREMIER. 

L'intersection d'une droite avec un plan, est on point. 

Si la droite avait deux points communs avec le plan , 
elle serait toute entière dans le plan ( déf. ) ; ce qui est 
contre l'énoncé qui suppose la droite hors du plan. 

THÉORÈME II. s 

Une ligne droite ne peut être en partie dans un plan, en partie en 
dehors. 

Car , suivant la définition du plan, dès qu'une droite a 

deux points communs avec un plan , elle est toute entière 

dans un plan. 

théorème in. 

Deux lignes droites qui se coupent , sont dans nn même plan et en 
définissent la position. (Fig. 167). 

Soient deux droites BC et BD qui se coupent en B*: on 
peut concevoir un plan qui tourne autour de BC, plan 
qui , dans toutes ses positions , contiendra le point B de la 
droite BD ; lorsque ce plan rencontrera un autre point D 
de la droite BD , cette seconde droite sera toute entière 
dans le plan : si le plan continuait à tourner , la droite 
BD n'y serait plus comprise : il n'existe donc qu'une seule 
position du plan dans laquelle il contienne en même 
temps les droites BC et BD. 

Corollaire I. Trois points non en ligne droite , tels que 
les trois sommets d'un triangle , définissent la position 
d'un plan. 
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Corollaire II. Deux parallèles déterminent la position 
«l'un plan ; car , suivant la définition , deux parallèles sont 
deux droites qui , situées dans un même plan , ne se ren- 
contrent pas. D'ailleurs , si Ton pouvait mener deux plans 
différens contenant les parallèles A B et CD {Fig. i58), 
ces plans ayant au moins trois points communs, n'en 
feraient qu'un. 

Corollaire. III* Si, par une droite et par un point d'une 
parallèle à cette droite , on mène un plan , la parallèle 
sera toute entière dans le plan. 

Corollaire Vf. Si , par un point pris sur un plan , on 
mène une parallèle à une droite située dans le plan, cette 
jparallèle est toute entière dans, le plan. 

Corollaire V. Toutes les parallèles menées, par diffé- 
rens points à une droite , sont dans im même plan. 

THEOREME IT. 
Si deux plaos se coupent , leur intersection est*ane ligme droite. 

Si , dans les points communs aux deux plans , on en 
trouvait trois qui ne fussent pas en ligne droite , les deux 
plans passant chacun par ses trois points , ne feraient qu'un 
seul et même plan ( théor. III , coroll. I ) ; ce qui serait 
Contre la supposition. 

Corollaire I. Une droite est déterminée de position , 
lorsqu'elle se trouve en même temps dans deux plans qui 
se coupent. 

Corollaire II. L'intersection de trois plans qui ne pas- 
sent pas par la même ligne droite , est un point ; car l'in- 
tersection de deux plans , est une droite; et l'intersection 
d'une droite et d'un plan , est un point» 
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THÉORÈME T. 

Une droite perpendiculaire à deux antres qui passent par son pied 
dans nn plan, est perpendiculaire à ce plan. ( Fig. 159). 

Il s'agit donc de prouver que , si la droite ÀP est per- 
pendiculaire aux droites PC , PD, menées par son pied 
dans le plan MN , elle sera perpendiculaire à une droite 
quelconque PI , menée aussi par son pied dans le même 
{dan. 

De part et d'autre , du point P, faites PE=PD , PF 
£= PC; tire* les lignes EF , CD ; joignez le point À situé 
hors duplanMN,auxpomtsC,I,D,F,E,etprolongezfP jus- 
qu'à la rencontre deEF, en K; de l'égalité des triangles CPD, 
EPF, on conclut CD=EF , d'où l'angle PDI = PÈR; 
d'ailleurs Fangle IPD = KPE et PD==PE; donc les 
triangles P1D, PKE sont égaux , et on a PI = PK , 
DI = EK. Les triangles APD , APE , rectangles en P 
et égaux , donrfent AD =3 AE , et de même des triangles 
APC , A P F , on conclut AC = AF j donc les triangles 
ACD, AEF ont CD=EF, AD =AE, AC = AF, 
et de plusEK = DI,FK = IC5doncAK = AI. La 
ligne AP ayant ainsi deux de ses points A et P également 
distans des points I et K, est perpendiculaire sur Kl. 

Corollaire. Si l'angle droit APD tourne autour de 
AP, le côté PD, dans ce mouvement, engendrera le plan 
MN perpendiculaire à PAj car si le plan APD étant 
arrivé dans la position API , la droite PD ne coïncidait 
pas avec PI , il y aurait dans le plan API deux perpendi- 
culaires au même point P de la droite PA, ce qui est im- 
►le. 
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THiOUÈXK VI. 

Si du pied P de la perpendiculaire AP au plan MN, on mène nne per- 
pendiculaire PI à la droite G D située dans le plan M3Î , et qu'on 
joigne A et I, cette, droite AI aéra perpendiculaire sur CD. 
(J%. 159). 

En effet, prenez IC = ID, et tire» PC, P», AC 
et AD : les obliques PC et PD étant égales , les triangles 
APC , APD rectangles en P sont égaux; conséquemment 
AC sss AD , et comme , par construction , I C = J D , on 
conclut que AI est perpendiculaire à CD. 

Corollaire. La droite CD perpendiculaire aux droites 
IP , I A , est perpendiculaire an plan AIP de ces deux 
droites ( théor. V ). 

Remarque. Les droites PI et AI sont en même temps 
perpendiculaires an même point I de la droite DC; mais 
elles jont dans des plans difiéreos DPC, DAC ; pour d'au- 
tres points A', A", etc. pris sur AP, on aurait d'autres per* 
pendiculaires Al, A'ï, dans ctes plans différens DA'I, 
DA"I , etc. Pour mieux concevoir la possibilité de mener em 
un même point d'une droite, une infinité de perpendicu- 
laires à cette droite , qu'on suppose AP perpendiculaire au 
plan du cercle MNQ et passant par le centre ( Fig. i6o), 
tous les rayons PM , PN , PQ, etc. seront autant de per- 
pendiculaires a AP, etc. autour de P, et dans des plans 
différent APM 9 APN, APQ, etc. 

THÉORÈME VII, 

i # . Par nn point donné hors d'an plan , on ne peut abaisser qu'une 
seule perpendiculaire sur ce plan j a°. par un point pris dans un 
plan , ou ne peut élever qu'une «eale perpendiculaire a ce plan. 

i°. Soit la perpendiculaire AP an plan MN : si par le 
point A, on pouvait abaisser nne seconde perpendic*» 



i58 ÉLÉMENS 

hure AI sur le plan MN, les angles API , AIP seraient 
droite } ce qui ne peut arriver dans un triangle API. 
. a . Si, par le point P, on pouvait élever au plan MN 
une perpendiculaire PB différente de PA, le plan A PB 
coupant le plan MN suivant une droite PI, les angles 
API, BPI situés dans un même plan > seraient droits ; en 
sorte que la partie BPI serait égale au tout API. 

THÉORÈME VIII. 

1°. Les obliques qui s'écartent également da pied de la perpendicu- 
laire, sont égales et réciproquement j a°. la perpendiculaire est plus 
courte qu'une oblique quelconque j 3°. de deux obliques qui 
partent d'un même point de la perpendiculaire, ceHe qui s'ap- 
proche le plus de la perpendiculaire , est la pins courte , et réci- 
proqaement. (Fig. i5c;). x 

i°. AP étant perpendiculaire au plan M N, tirez les 
obliques quelconques AC , AD , et joignez les points P, 
C et D : les triangles APC , APD rectangles en P , donnent 

ÀP* = 3ï>* — PD a = AC* — PC*.... (i), 
d'oii Ton tire 

ÂD* — AC* = PD t — PG* (a). 

Maintenant soit PD = PC , Pégalité (?.) donne AD = 
AC, et réciproquement de AD= AC, on conclut PD =PC, 

Remarque. L'angle ACP est ce qu'on nomme l'incli- 
naison de l'oblique A C sur le plan MN : cette inclinaison, 
que nous avons nommée angle piano-linéaire ( déf ) , est 
le même pour toutes les obliques AC, - A D, etc. qui 
s'écartent également de la perpendiculaire; car les trian- 
gles A(ÎP , AD P etc. , sont égaux. 

Corollaire. I. Lorsque des droites AC, AD, AE, 
A F , menées par un point A pris hors d'un plan , font des 
angles égaux avec ce plan , elles rencontrent ce plan en 
des points C , D , E , F , etc. situés sur la circonfé- 
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rence qui a pour * centre le pied P de la perpendiculaire 
APauplanMN. 

Corollaire IL La droite ÀP est perpendiculaire au plan 
MN, lorsqu'elle forme des angles égaux avec les trois lignes 
PD, PC, PE menées par son pied dans le plan MN: 
c'est ce qu'on prouve aisément en prenant PC =:PD=rPE. 

•2°. Si PC < PD , l'égalité (2) montre que AC est < 
AD , et réciproquement AC < AD donne PC < PD. 

Remarque, Par distance d'un point à un plan , on en- 
tend la plus courte distance de ce point au plan , et consé- 
quemmentla perpendiculaire abaissée dece pointeur le plan. 

PROBLEME PREMIER. 

Par un point P pris sur une droite P A , mener un plan perpendicu- 
culaire à cette droite. (Fig. 159). 

Suivant A P conduisez deux plans quelconques APD, 
APC ' 9 dans ces plans menez les perpendiculaires PD, PC 
à PA ; le plan MN déterminé par hs droites PD, PC qui 
6e coupent , est perpendiculaire à P A ( théor. V.) 

PROBLÈME II. 

Par un point C pris hors d'une droite P A , mener on plan perpendi- 
__ culaire à cette jroite. (Fig. ï5q). 

Du point C menez une perpendiculaire CP à C A , la- 
quelle sera dans le plan mené par C et PA; au point P 
élevez la perpendiculaire PD sur P A , qui sera dans un 
plan différent de CPA (théor. VI, rem. ) j le plan MN 
conduit suivant PD et PC, sera celui qu'on cherche. 

THÉORÈME IX. 

Lorsqu'une droite est perpendiculaire à un plan, toutes les parallèles à 
cette droite sont perpendiculaires au plan. ( Fig. 161 ). 
Suivant la perpendiculaire AP au plan M N et sa paral- 
lèle ED , conduisez un plan dont l'intersection avec le 
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planMWfwaPDidMaslepkoMNetpwrDmeeeiBCpef. 
pendiculaire à PD, et joignez AD ; d'aprèf la oottstructio* 
et le théorème VI , AD «tant perpendiculaire a BC , réci- 
proquement la droite BC est perpendiculaire à AD ; mais 
comme BC est ainsi perpendiculaire à DP , eUe l'e* donc 
au plan APDE,<* coiwéqneinment à DE qui réciproque-r 
ment est perpendiculaire à BC ; mais DE étant parallèle à 
Ar\ est perpendiculaire à PD; donc DE «est un wêtw teinn* 
perpendiculaire au* deu* droite* BC f DP f ot oonsé- 
jjuemment au plau MN. 

Corollaire h Un plan perpendiculaire à une droite* 
est perpendiculaire aux parallèles à cette droite. Car le 
plan étant perpendiculaire à la droite , la droite est aussi 
perpendiculaire au plan; toutes les parallèles à cette 
droite , sont donc perpendiculaires au plan; le plan est 
donc perpendiculaire à toutes ces parallèles. 

Corollaire H. Deux perpendiculaires AP, ED à un 
même plan, sont parallèles. ($ig. 161). 

Si les droites AP , ED perpendiculaires au même plan 
M N , n'étaient pas parallèles , par . le point D , on pourrait 
mener une parallèle à P A , laquelle serait perpendiculaire 
au plan MN : ainsi, il y aurait' lieu à deux perpendicu- 
laire en un même point D du plan MN , ce qui est impos- 
sible ( théor. YII , 2 . ) 

Corollaire III. Deux droites A et B parallèles à une 
troisième C, sont parallèles entre elles. Car imagine* u* 
plan perpendiculaire à la ligne O, les lignes A et B, pa- 
rallèles à cette perpendiculaire , seront perpendiculaires 
au même plan ( théor. IX ); donc , par le corollaire pré- 
cédent , elles seront parallèles entre elles : il est bien en- 
tendu que les trois droite* ne sont, pas dans un même 
plan. 
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Corollaire IV. Deux droites égales , parallèles à une 
troisième , et non situées dans le même plan , sont donc 
égales et parallèles entre elles. 

CoroUairéS . Lorsqu'un plan est perpendiculaire à plu- 
sieurs droites , on peut en conclure que ces droites sont 

PROBLÊME Ht. 

' D an point A pris hors d'un plan , abaisser une perpendiculaire suf 
ce plan. ( Fig. 162 ). 

Je mène dans le plan MN une droite quelconque DC , 
sur laquelle j'ahaisse la perpendiculaire AI; je mène IP 
perpendiculaire sur DC , puis du point A la perpendicu- 
laire AP sur IP, laquelle sera la perpendiculaire cher- 
chée au plan MN. En effet , la droite DC est perpendicu- 
laire au plan AlP, comme perpendiculaire aux droites IÀ 
et IP (théor. V); donc (théor. IX) la parallèle GPP à 
DC , sera perpendiculaire au même plan AIP , ainsi GP 
étant perpendiculaire à AP, AP le sera réciproquement 
à GP ; mais elfe Test par construction à PI ; donc AP 
est perpendiculaire au plan M N. 

THÉORÈME X. 

Si la droite AB est parallèle à une droite CD menée dans le plan 
MN, elle sera parallèle à ce plan. ( Fig. i63 ). 

Car si la ligne AB qui est dans le plan ABCD , (théor. III , 
coroll. II) rencontrait le plan MN,ce ne pourrait être 
qu'en quelque point de la droite CD , intersection com- 
mune des deux plans. Or , A B ne peut rencontrer CD, 
puisqu'elle lui est parallèle j donc elle ne rencontrera 
pas non plus le £>lan MN, et conséquemment elle lui *era 
parallèle. 
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THÉORÈME XI. 

Deux plant MN , PQ, perpendiculaires à une même* droite ÀB, 
tont parallèles entre eux. ( Fig. 164 ). 

Car «opposons que ces deux plans se rencontrent , et 
soit O l'un des points de leur intersection : joignant OA 
etOB, la ligne AB perpendiculaire au plan MN, est 
perpendiculaire à la droite BO menée par son pied dans 
le plan; par la même raison, AB est perpendiculaire à 
AO| donc OA , OB seraient deiixpei^ndiculaires abais- 
sées d'un même point O sur la même droite, ce qui est 
impossible : donc il Test aussi que les deux plans MN et 
PQ ne soient pas parallèles. 

Corollaire. Deux plans sont parallèles entre eux, 
lorsqu'étant perpendiculaires chacun à «ne droite , ces 
droites sont parallèles ; car le plan perpendiculaire à l'une 
des droites , étant prolongé, sera perpendiculaire à l'autre 
droite , et conséquemment parallèle au. premier plan. 

THÉORÈME XII. 

Les intersections EF, G H de deux plans parallèles MN,PQ par 
un troisième plan r?G, sont parallèles. ( Fig. i65 ). 

Si les lignes EF , G H situées dans le plan G F , n'étaient 
pas parallèles , ces intersections prolongées se rencon- 
treraient j donc les plana MN , PQ dans lesquelles elles se 
trouvent , se rencontreraient aussi- donc ils ne seraient 
pas parallèles. 

Cùroïïcdre. Les intersections de plusieurs plans paral- 
l&s par un même plan , sont parallèles. 
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THÉORÈME XIII. > 

La droite AB perpendiculaire an planPQ , est perpendiculaire au 
plan MN parallèle à PQ (Fig. 1G6 ). 

Ayant tiré à volonté la ligne BD dans le plan PQ , con- 
duisez nn plan ABD dont l'intersection avec le plan MN, 
sera AC parallèle à BD ( tbéor. XTI) ; mais la ligne AB 
perpendiculaire du plan PQ , est perpendiculaire à BD % 
et conséquemmënt à sa parallèle A G : en menant par 
AB un autre plan ABF qui rencontrera M N suivant 
AE, la droite AB sera encore perpendiculaire à AE$ 
donc BA en même temps perpendiculaire aux deux 
droites A C , AE qui passent par son pied dans le plan MN , 
sera perpendiculaire à ce plan. 

Corollaire. I. La perpendiculaire, à un plan , Test à 
tous les plans parallèles. 

Corollaire H. Si l'angle ABD e'tant droit , l'angle BAC 
contenu dans le plan DBAC "n'est pas droit, les deux 
lignes BD , AC se rencontreront , ainsi que les plans PQ 
et MN. 

PROBLÈME IV- 

Par on point pris «ur un plan MN , élever une perpendiculaire à ce 
plan. 

On fera rentrer ce problème dans le problème III , en 
menant un plan M'N' parallèle et inférieur au plan MN 
( probl. Y ) , auquel on abaissera une perpendiculaire du 
point donné dans le plan MN (prdbL III ), laquelle sera 
(théor. XIII) perpendiculaire au plan MN. Nous donne-* 
rons bientôt une autre solution; de cette question. 
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THÉORÈME XIT." 

De» ptes» fmdUkt a s» trâsiiae, tout 

Concevez deux plant L et M parallèles au plan N , et 
menez une droite P perpendiculaire 4 N , la droite P pro- 
longée sera (théor XTO) perpendiculaire an pian L et M 
qui , réciproquement , seront perpendiculaires àP,et crin- 
sêquemment parallèles entre eux (théor. Xi). 

THEOREME XV. 

Si detrf plan* V et Z font respectivement parallèles aux deux plans 
X et Y, l'intersection G H des deux premiers , sera parallèle à fin- 
tersecuon AB des deoi seconds. (Fig. 167). 

Si Ton prolonge le plan X jusqu'à la rencontre du plan 
Z en NP , l'intersection BA sera parallèle à NP (théor. XII); 
par le même théorème , NP est parallèle à GHj donc les 
1 droites AB , G H sont parallèles. 

THEOREME XTI. 

Si uns droite AB est parallèle à un plan MN, et que par A B on 
conduise un pla/i qui rencontre le plan MN suivant CD, l'inter- 
section C D sera parallèle à AB. ( Fig. i63 ). 

Car si les droites AB et CD situées dans le même plan, 
se rencontraient, la droite AB rencontrerait le plan MN, 
et conséquemment elle ne lui serait pas parallèle. 

Corollaire I. L'intersection du plan MN avec tout 
autre plan mené par AB , sera parallèle à CD. 

Corollaire II. ( Fig. 168 ).Si deux plans MD etNDqui 
se coupent suivant CD, sont respectivement parallèles à 
une droite AB, f intersection CD sera parallèle à AB. 
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Car le plan conduit par AB et par le point C de l'in- 
tersection des deux plans, doit couper chacun de ces plans 
suivant une parallèle à AB; mais par C on ne peut mener, 
qu'une seule parallèle à AB, laquelle doit être dans les deux 
plans; donc elle sera leur intersection. 

PROBLÈME T. 

Par un point A pris hors du plan P Q , mener nn plan MN paral- 
lèle à PQ. (Fig. 166). 

Par A on abaissera une perpendiculaire A B sur le plan 
PQ (probl III) , et par Bon mènera dans le planPQ deux 
droites quelconques BF , BD , puis par A la parallèle AE 
à BF et la parallèle AC à BD : le plan CAE ou MN sera 
parallèle auplanDAF. (théor. XI). 

THÉORÈME XVII. 

Les parallèles EG , FH comprises entre deux plans parallèles, sont 
égales. ( Fig. i65). 

Par les parallèles EG , FH faites passer le plan EGHF 
qui rencontrera les plans parallèles MN, PQ suivant EF , 
GH; ces intersections étant parallèles entre elles 
(théor. XII ) , ainsi que EG , FH , la figure EGHF est un 
parallélogramme , et conséqmemment EG=s FH. 

Corollaire. Deux plans parallèles sont partout égale- 
ment distans : car si E G et FH sont perpendiculaires aux 
deux plans , et conséquemment parallèles entre elles , elles 
seront égales , d'après le théorème. 
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THÉORÈME XVIII. 

6idetrx angles CAE, D B F non situes dans le même plan, oot leurs 
côtes parallèles et dirigés dam le même sens , i°. cet angles seront 
égaux ; a°. leurs plans seront parallèles. ( Fig. 169 ). 

i°. Prenez AC = BD, AE = BF et joignez CE, 
DF, AB , CD, EF: puisque la droite AC est égale et 
parallèle àBD, la figure ABDC est un parallélogramme; 
donc CD est égale et parallèle à AB : par la même raison, 
EF est égale et parallèle à AB; donc aussi CD est égale 
et parallèle à EF : la figure CEFD est donc un parallélo- 
gramme ; ainsi le côté CE est égal et parallèle à DF; donc 
les triangles CAE, DBF sont équilatéraux entre eux 5 
consécniemment l'angle C AE = DBF. 

2 . Supposons que le plan parallèle à BDF , mené 
par le point A, rencontre les lignes CD et E F en des 
points G et H dûTérens de C et E; alors , suivant le théo- 
rème XV II , les trois droites AB, GD, HF seront égales ; 
jnais les trois droites AB, CD, E F le sont déjà : donc on 
aurait CD s=: GD , HF = EF , ce qui est absurde : donc 
le plan A C E est parallèle à BD F, 

Corollaire I. Si deux plans parallèles MN, PQ sont 
rencontrés par deux autres plans C ABD , E ABF qui se 
coupent suivant AB , les angles C AE , DBF formés par 
les intersections des plans parallèles par ces deux plans , 
seront égaux; car l'intersection AC est parallèle à BD, 
et AE l'est à BF. 

Corollaire. II. Si dé trois points A, C , E non en ligne- 
droite sur le plan MN, on abaisse des perpendiculaires 
AB, CD , EF sur le plan PQ , et si ces perpendiculaires 
sont égales, les plans MN et PQ seront parallèles. 
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THÉORÈME XIX. 

Si trois droite* non situées dans le même plan /sont égales et parai* 
lèles, les triangles ACE, BDF formes de part et d'antre par les 
extrémités de ces droites, gesont égaux et leurs plans parallèles. 
(Fig. 169). 

Car , puisque ÂB est égale et parallèle à CD, la figure 
ABDC est un parallélogramme ; donc le côté AC est égal 
et parallèle à BD j par la même raison , les côtés ÂE et 
B F, CE et DF sont égaux et parallèles; xlonc les deux 
triangles CAE , BDF sont égaux. On prouvera d'ailleurs , 
comme dans k proposition précédente , que leur* plans 
«ont parallèles. 

Corollaire, Lorsque par plusieurs points B, D, F, H, K 
d'un plan MN,(Ft£. 170) on mèae des droites BA,DC, FE, 
HG , Kl , égales et parallèles , le* extrémités A , C , E , 
G , I de ces droites » ferment un polygone égal au poly- 
gone BDFHR , et dont le plan est parallèle au plan de 
celui-cû 

THÉORÈtfE XX. 

Deux droites comprises entre deux plans parallèles , sont conpées en 
parties proportionnelles. (Fig. 171). 

Supposons que la ligne AB rencontré les plana paral- 
lèles MN, PQ,RS eu A, E et B, et que la ligne CD rencontre 
les mêmes plans en C , F et D» Tirez AD qui rencontre 
le plan PQ en G , et joignez AC , EG , GF, BD ; les inter- 
sections %G , BD des plans parallèles PQ , RS par le 
plan AjBD étant parallèles , on à ( VIL Aéor. II ) 

AE;EB=*ÀG;GD; 
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pareillement les intersections ÀC, G F étant parallèles > 

on a 

AG:GD=CF:FD; 

donc , à cause du rapport commun , on aura 
AE:EB = CF:FD. 

THÉORÈME XXI. 

Si d'un point A d'qne oblique AB au plan MN, on abaisse une 
perpendiculaire AP sur ce plan, et qu'on tire la droite AB, 
l'aorte piano-linéaire ABP sera le plus petit des angles formes 
par A B atec 'les droites menées par B dans le plan MN. 

. Si l'angle AÇP n'était pas le minimum des angles formés 
autour de B, ce serait, par exemple, l'angle ABD: prenons 
BD = BP, et' menons AD; les deux triangles ABD, 
ABP ont le côté A B commun , et B P=»BD, par construc- 
tion j mais l'angle ABD étant , par hypothèse , plus petit 
que ABP, le coté A D serait < AP, (I. théor. XXI ) ; ce 
mii est faux, puisque AP est une perpendiculaire : done 
l'angle ABP est plus petit que tout angle ABD. 

Corollaire. L'angle aigu ABP étant un. minimum, 
son supplément ABC est un maximum, 

THÉORÈME XXII* 

De ton» le* angles aigus que fait la. droite AI a^ec les différentes lignes 
CD, CD", etc. menées par I dans le plan MN , le plus grand est l'angle 
droit AID, la ligne CD étant perpendiculaire aux deux ligoes PI et AI; 
et le plus petit est l'angle AIP, opppsé à la perpendiculaire AJP dans le 
triangle rectangle AIP ( Fig. 173 ). 

Si Ton abaisse du point P et dans le plan M N une perpendiculaire 
PI' sur C D', la ligne AI' sera perpendiculaire sur C'D' (thépr.VI): 
ainsi le triangle AI'I elant rectangle en I', l'angle AID' sera aigu J 
de plus le point I' doit se trouver sur une circonférence de cercle 9 
décrite dans le plan M N et sur I P comme diamètre, 
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Nous allons déterminer par une construction plane les angles 
AID, AID', etc. compris entre la ligne AI et les différentes lignes 
ID, I.D', etc. menées par I dans le plan MN, auquel AP est per- 
pendiculaire. A cet effet , on 'transportera le triangle A I P sur le plan 
du papier en A I P, ce qu'on fera en prenant les lignes A P, PI de la 
figure plane (b), égales à AP, PI de la figure (a) dans l'espace, et joi- 
gnant AI ; après avoir décrit sur IP comme diamètre, une circonférence, 
et du centre I avec IA comme rayon une autre circonférence qui 
rencontrera en O la droite IP prolongée, et le prolongement de I'P 
en O', on mènera O'I'j l'angle AI l' de l'espace, sera identiquement 
le même que l'angle O' II' de la figure plane 5 car les triangles 
AU', O'II' sont égaux comme rectangles en I', et ayant par construc- 
tion , AI = O'I , et 1 1' = 1 1'. Maintenant si l'on compare les diffé- 
rera triangles O'II', 0''II'', etc. on trouvera que les angles l'O'I, 
l"0"I , etc. ; Tont en croissant $ et qu'ainsi les angles O'II', O'II", etc. 
vont en décroissant depuis l'angle OID qui est droit, et pour 
lequel I D est une tangente au cercle I I'P, jusqu'à l'angle A I P 
identique avec l'angle AI P de l'espace. Ainsi [Fig. (a)], de tous 
les angles que fait la droite AI avec les lignes ID et I D', etc. menées 
par 1 dans le plan MN, le plus grand est l'angle droit AID , et le 
plus petit est l'angle AIP qui est l'angle piano-linéaire ( not. V ) 
entre un plan et une droite qui le rencontre. 

Remarque. Les angles O'II', O'II" ont la partie commune O'I \" y 
or l'angle l'it' est égal à l'angle I*PI', lequel est égal à l'angle OW ; 
mais la mesure de ce dernier- angle qui a son sommet sur l'un des 
points du cercle décrit de I ,-comme centre , avec I A comme rayon , 

O' O" 

est plus grand que ( V. théor. IH)> parce que le point P ne 

peut être sur une circonférence passant par les trois points I, O', O" 
(Voyez les réciproques, pag. 12) j donc, l'angle O'I O" qui a pour 

0*0" 

mesure , est plus petit que O'ÇO", et conséquemment plus 

petit que I"I I': ainsi l'angle 0"JI" est< O'II', et à cause d'un; angle 
droit en F.et F dans les triangles Q')H et O'V'I , il en résulte que 
l'angle eu O' est >0'. 
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CHAPITRE XV. 

SUITE DES PLANS. 

Des propriétés des plans, qui dépendent de leur ' 
inclinaison. 

DÉFINITIONS. 

I. JNous" avons déjà fixé l'acception de ces dénomina- ! 

tions , angle linéaire, angle piano-linéaire. Les modernes 
ont senti la nécessité d'imposer un nom particulier à l'in- 
clinaison d'une surface plane mr une autre j et ils ont 
proposé les noms d'angle dièdre , d'angle plan** èbmgk 
coin : nous emploierons indistinctement les deux pre- 
mières dénominations. Ainsi Yangle dièdre on plan sera 
la quantité plus ou moins grande dont deux plans peuvent 
être écartés l'un de l'autre : c'est encore l'espace indéfini 
. compris entre deux plans qui se coupent : ici le sommet 
de l'angle , est Ja droite intersection des deux plans , et le? 
cotés de l'angle , sont les plans eux-mêmes. Nous démon- 
trerons que cet écartement de deux plans qui se coupent , 
se mesure par l'angle que font entre elles les deux per- 
pendiculaires menées niUfhs chacun de ces plans, en un 
même point de la commune intersection. 

II. Cet angle peut être aigu , droit ou obtus : s'il est 
droit , les deux plans sont dits perpendiculaires entre 
eux. 

III. Nous désignerons ( Fig. 1 74 ) l'angle plan compris 
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■entre les deux plans EA , DA , par DABE, en écri- 
vant au milieu les deux lettres du sommet de l'angle , 
qui est ici l'intersection AB, 

THÉORÈME PREMIER. 

L'angle plan ou dièdre compris entre deux plans D A et E A qui 
ont pour intersection la droite A B , est mesure par l'angle linéaire 
formé par les lignes B D 0. BE menées dans les deux plans D A 
et EA perpendiculairement à leur intersection commune AB. 
(Fis- »74)- 

1 > 

L'angle plan DABE peut être considéré comme en- 
gendré par le mouvement de Vu» des deux plans D AP 
autour de l'intersection commune A3 : pendant ce mou- 
vement., toute J%pe telle que BD, menée dans le plan 
<DAB, perpendkutorement à l'intersection commune AB, 
.engendrera une surface plane (XTV. théor. V, conoll. ) à la 
quelle l'intersection commune AB reste consjt&unent per- 
pendiculajrç : au conunengement dto^ouyengent, le plan 
DAB, étanj encore couché sur E A B, les deux perpendicu- 
laire* £D , BE seront aussi l'*xnç sur l'autre , et les angles 
plan et linéaire seront nuls* Le plan D AB étant devenu 
perpendiculaire à sa position primitive, après un quart de 
révolution , la droite BD aura fait aussi un quart de révo- 
lution, et sera devenue perpendiculaire £ sa position 
primitive. Dans toutes les positions intermédiaires, 
l'angle de fit) avec BE , ainsi que celui de toute autre 
perpendiculaire A F à AB avee sa position première 
A G perpendiculaire à AB, sera la même partie d'un 
x droit , que l'angle plan ou dièdre correspondant l'ost 
de L'angle plan droit. Ainsi ces deux angles étant nuls , un 
droit et deux droits ensemble, l'angle linéaire pourra 
servir dVmesure à l'angle plan qui se trouve ainsi ramené à 
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celui de deux perpendiculaires en un même .point quel* 
conque je la commune intersection , Tune dans l'un des 
plans , et l'autre dans l'autre. 

Corollaire I. Les angles plans contigus ou de suite , 
formés par la rencontre de deux plans , valent ensemble 
deux angles droits. 

Corollaire IL Les angles plans opposes an sommet , 
formés par l'intersection de deux plans, sont égaux entre 
eux. 

Corollaire III. Lorsque l'angle formé par deux plans , 
est droit , on dit que ces plans sont perpendiculaires l'un 
à l'autre. Ainsi, lorsqu'un plan est perpendiculaire à un 
autre plan , celui-ci est perpendiculaire au premier. 

Corollaire IV. Si deux plans parallèles sont coupés 
•par un troisième plan , les angles externes internes d'un 
même côté du plan sécant, externes alternes, et internes 
alternes , sont égaux entre eux ( chap. II ). 

Corollaire V. Si deux plans parallèles sont coupes par 
un troisième plan , les angles externes internes alternes , 
externes du même côté, internes du même côté, raient 
en somme deux angles droits. 

THÉORÈME II. 

Les angles plano-lineaires formes par une droite quelconque AB, 

avec les plans parallèles MN, PQ, sont.egaux. (Fig, iy5). 

Car en menant d'un point quelconque B de AB , une 
perpendiculaire BEC aux plans MN , PQ.| conduisant un 
plan BA C par les droites B A et BC , et tirant des droites 
DE, ÀC par les points de rencontre des droites BA>BC avec 
ces plans, les intersections du plan ABC avec les plans 
. parallèles MN , PQ seront parallèles ( XIV, théor* XII J, 
et les angles BAC , BDE seront égaux; 
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THEOREME III. 

Lorsqvjnné droite AP est perpendiculaire an plan MN, tout plan 
AB conduit suivant AP est perpendiculaire au plan MN. {Fig. 1 76). 

Soit BC l'intersection des plans AB , MN : si dans le 
plan MN on mène DE perpendiculaire à BP , la ligne AP 
étant perpendiculaire au plan M N , sera perpendiculaire 
à chacune des droites B C , D E ( XIV , theor. V ) ) mais 
l'angle APD formé par les deux perpendiculaires P A , 
PD à, l'intersection commune BC,,mesure l'angle des deux 
plans AB , MN ( théor. I ) : donc , puisque cet angle est 
droit , ces dçux plans sont perpendiculaires eritre eux. 

Corollaire I. Lorsque trois droites AP, BC , DE 
sont perpendiculaires entre elles % auquel cas chacune de , 
ces droites est perpendiculaire au plan des deux autres , 
les trois plans AD, AB, MN seront perpendiculaires 
entre eux. 

Corollaire IL Si un plan AB est perpendiculaire à une 
droite DE située dans le plan M N, il est perpendiculaire 
au plan MN : en effet, la droite DE étant perpendicu-* 
laire au plan AB , tout plan conduit suivant DE est per- 
pendiculaire à AB m y or MN est l'un de ces plans; donc 
MN est perpendiculaire au plan AB qui réciproque- 
ment est perpendiculaire à M N. 

Corollaire III. Lorsque l'intersection de deux plans 
est perpendiculaire à un autre plan , les deux premiers 
plans sont perpendiculaires au troisième , parce que cha- 
cun des deux premiers plans est conduit suivant une per- 
pendiculaire au troisième. 
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THEOREME IV. 

Si le plan AB est perpendiculaire an plan MN , et que dans le plan 
AB on mène la ligne AP perpendiculaire à l'intersection coftimnne 
BC, cette droite AP sera perpendiculaire att plan Viï(.(Fig. ij6)~ 

Car , si dans le plan MN on mené PD perpendiculaire 
à BC , l'angle APD sera droit, puisque les plans sont 
perpendiculaires entre eux; donc la ligne AP est per- 
pendiculaire aux droites PB, PD ; donc elle est perpendi- 
culaire à leur plan M N. 

Corollaire I. Si du point A pris dans le plan AB per- 
pendiculaire au plan MN, on abaisse une perpendiculaire 
AP au plan MN , elle sera toute entière dans le plan A B. 
Car, d'après le théorème , si de A et dans le plan AB , on 
abaisse une perpendiculaire sur BC , elle est perpendicu- 
laire au plan MN ; mais du point A on ne peut mener 
qu'une seule perpendiculaire à un plan (XIV , théor. VH); 
donc la perpendiculaire AP au plan MN , est toute en- 
tière dans le plan AB. 

Corollaire II. Si te plan AU est perpendiculaire au plari 
MN, et que par un point P de l'intersection commune BC, on 
élève une perpendiculaire au plan MN, celte perpendicu- 
laire sera dans le plan AB : car, si elle n'y était pas , on 
pourrait mener dans le plan AB une perpendiculaire A P 
à l'intersection commune BC, laquelle serait en même 
temps perpendiculaire au plan MN, d'après le théorème; 
donc au même point P , il y aurait deux perpendiculaire! 
au plan MN , ce qui est impossible. 

Remarque I. Le plan Ï)F perpendiculaire à la droite 
BC située dans le plan MN, contient toutes les perpendi- 
culaires qu'on peut élever au point P de la droite BC r 
autour de ce point P ; or il est facile de voir que le plan 
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mené par PD et par Pune quelconque de ces perpendicu- 
laires en P à BC, est perpendiculaire à BC, et conséquem- 
ment au plan M N; ce qui fournit une autre solution de la 
question de mener par un point P pris sur un plan MN, une 
perpendiculaire à ce plan : en effet (Fig. 177), par P on 
mènera dans le plan MN deux droites AB et CD perpendi- 
culaires l'une à Pautre,et par P une perpendiculaire quelcon- 
que PF, à CD, et une perpendiculaire quelconque PG à AB j 
ces deux perpendiculaires PF et PG seront au-dessus du 
plan MN : le plan mené par PA et PF étant perpendiculaire 
à C D , le sera au plan MN ; pareillement le plan conduit 
suivant PD et PG, le sera à la droite AB et au plan MN ; et 
nous prouverons ( théor. V) que l'intersection de ces deux 
plans , qui passe par P , est perpendiculaire en ce, point au 
plan MN. 

Remarque. II. Il sera facile de démontrer que tout point 
d'un plan sur le milieu d'une droite , est équidistant des 
extrémités de cette droite , et que tout point pris hors de 
ce plan , sera inégalement distant des mêmes extrémités. 

THÉORÈME Y. 

Si detxt plan* AB, AD sont perpendiculaires à un troisième MN , 
leur intersection commune AP sera perpendiculaire à- ce troisième 
plan. (Fig. 176). 

Car ,*si par le point P on élève une perpendiculaire au 
plan MN , cette perpendiculaire doit se trouver à la fois 
dans le plan A B et dans le plan A D ( théor. IV , coroll. II)j 
^fonceUe est leur commune intersection A P. 

Corollaire. Tout plein perpendiculaire à deux autres 
plans qui se coupent, est perpendiculaire à l'intersection. 
En effet , lé plan MN étant perpendiculaire aux plans 
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A B, AD, ces deux derniers plans sont réciproquement 
perpendiculaires au plan M N j leur intersection est donc 
perpendiculaire à ce plan , et réciproquement ce plan est 
perpendiculaire à cette intersection. 

THÉORÈME VI. 

Si Ton mène deux plans respectivement perpendiculaires à deux 
droites qui se coupent, ces plans se couperont, et leur intersec- 
tion sera perpendiculaire au plan des deux droites. {Fig. 178 )• 

Conduisez un plan MN par les deux droites CD , CE 
qui se coupent; et deux plans PO , PQ respectivement 
perpendiculaires à ces droites et dont les intersections 
avec le plan MN seront les droites AB, AR perpen- 
diculaires à CD et CE : ces deux plans se couperont 
suivant une droite XV y le plan MN est en même 
temps perpendiculaire aux plans PO et PQ, puis- 
qu'il passe par deux droites CD , CE perpendiculaires à 
ces plans ( théor. III ) ; le plan MN est donc perpendicu- 
laire à l'intersection AP( théor. V, corolL), et réciproque- 
ment cette intersection sera perpendiculaire au plan MN. 

PROBLEME PREMIER. 

Construire graphiquement l'angle plan entre nn plan fixe MN et tout plan 
conduit suivant l'oblique AI, et assigner le pins petit de ces angles 
' dièdres. ( Fig. 173). 

Soit I D' la trace sur Je plan MN du plan qui passe par AI ; si Ton 
abaisse du point A de l'oblique AI la perpendiculaire AP au plan 
M N , et du point P sur ID' la perpendiculaire PI', et qu'on joigne 
A etl', l'angle Al'P qui mesure l'inclinaison du plan AID 1 sur le 
pian MN ( XIV. théor. VI; XV. théor. I) , sera l'angle plan à cons- 
truire. ^Ayant donc transporté le triangle rectangle A IP [Fig. (à) ] 
en A IP [ Fig. .(fi) ] sur le plan de la planche, et décrit sut Prune 
demi-circonférence qui coupe en l' la ligne ID' donnée de position , 
si Ton prend dans la figure plane AH' égale à AI' dans l'espace, 
l'angle AH'P sera égal a l'angle AIT de l'espace - } mais en supposant 



DE GÉOMÉTRIE. i 72 

d'abord la tracelD 7 confondue avec 1P, auquel cas le plan mené par 
l'oblique AI, est le plan AIP perpendiculaire à MN, l'angle dièdre est 
droit 5 mais la trace allant delP vers ID et prenant les positions 
ID", ID', etc., l'an^f dièdre est représenté dans la figure plane par les 
angles AH"P, AH'P, etc. , angles crui vont en diminuant, et dont le 
minimum de valeur aura lieu , lorsque la trace sera devenue. la tan- 
gente ID en I au cercle ÎIT'P. Dans cette dernière position , l'angle 
dièdre sera devenu l'angle piano-linéaire entre l'oblique LA et le plan 
MN, lequel est le minimum de l'angle variable entre le plan MN fixe, 
et un plan mené par IA et variable de position : la position de ce plan 
faisant avec MN le plus peflt angle dièdre , est donc déterminée par 
AI et ID perpendiculaire à 1P. 



CHAPITRE XVI. 

Des angles solides. 

DÉFINITIONS ET NOTIONS. 

L I/àngle solide ou plutôt spaciaire est l'espace in- 
défini compris entre plusieurs plans qui se rencontrent 
dans un point. 

II. Il faut au moins trois plans dont aucun n'est parai- -. 
lèle à l'autre , pour former un angle solide. 

m. L'angle solide est nommé triple , quadruple , quin- 
tuple , sextuple , etc. suivant que le nombre des faces 
qui se réunissent à son sommet , est trois , quatre , cinq , 
six , etc. Le premier de ces angles s'appelle assez souvent 
angle triedre. 

IV. Chacune.de ces* faces forme au sommet un angle 

. linéaire , et c'est de l'assemblage ou de la réunion de ces 

angles linéaires que résulte l'angle solide; les angles H- 

12 
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néaires eux-mêmes résultent de l'inclinaison mutuelle des 
arêtes qui concourent au sonunet de l'angle solide : ce» 
arêtes çpnt eHes- mêmes les sommets^es angles plans 
" *>uxhedre* < XV. déf. HI. ) qui résultent de l'inclinaison 
mutuelle des faces. 

V. L'angle solide est donc entièrement différent de 
ceux que nous avons considérés jusqu'ici : ceux-ci étant 
linéaires ou réductibles k des angles linéaires ., sont tou- 
jours décrits dans un même plaît, et mensurables par un 
arc décrit du sommet comme centre, et compris entre 
leurs cotés , arc qui est à la circonférence entière du même 
'centre et du théine rayon /comme l'espace indéfini entre 
les cotés de l'angle , est à l'espace entier compris dans le 
plan de l'angle autour de son sommet. 

VI. L'angle solide est le rapport entre l'espace indéfini 
compris entre ces faces , à l'espace entier autour du som- 
met de cet angle , supposé le centre.de cet espace : ici la 
circonférence de cercle dévient insuffisante } et pour re- 
présenter le rapport en question , il faut employer une 
surface , et nous prendrons , par analogie , celle dont tous 
les points sont à une même distance d'un point intérieur , 
et qu'on. a nommée sphère. 

VII. Soit (Fig. 179) S le sommet de l'angle solide 
5 ABC que nous supposerons trièdre , c'est-à-dire, formé 
parles trois faces A SB, BSC, ASC, dont la première 
est dans le plan de la planche , et dont les deux dernières 
situéeès au-dessus de ce plan , se coupent suivant S C : de 
S et avec un rayon arbitraire , décrivons dans les trois 
faces ASB, BSC, ASC qui le ^comprennent , les trois 
arcs de cercle A.B, ÏÏC , .CÀ : ces arcs seront sur la 
surface d'une sphère ayant § pour centre et AB pour 
rayon ; et, pour cette raison, le triangle formé par ces 
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trois arcs , s'appelle triangle sphérique; l'angle solide en< 
S sera donc à l'espace total sphérique autour de S , daim le 
rapport de l'aire du triangle sphérique ABC à Taire totale, 
de la sphère. Les angles linéaires A SB , BS C , CSA dont 
les sommets réunis en S forment Sangle trièdre S , aurouÇ 
pour mesures les arcs AB, BÇ, ÇA, c'est-à-dire, les 
cotés mêmes du triangle sphérique. Considérons l'angle 
plan entre les faces CS A , BS A , et cherchons sa mesure. 
À cet effet , nous supposerons au point A deur tangentes 
AT , A/ , l'une à l'arc AC, qui sera dans la face AS C, et 
perpendiculaire en A à l'arête AS, l'autre A* a fore 
AB .qui .sera dans la lace ASB , et perpendiculaire 3 la 
même arête AS dans le même point A » ai«si l'angle 
plan CS AB*era le même que l'angle entre eeq deux ta#r 
génies en A- U resle donc à reconnaître dans ce même 
iriangte ap^épique ABC , les trois angle* planir-linéaires 
qui expriment l'inclinaison de ahaenne <les trois arêtes 
sur la face opposée. Qa point C dfe l'wféteSC abaisçqusune 
perpendicakure CI sur le plan ASB, et menons, SI $ le pWn du 
triangle C1& rectangle en I , sera perpendiculaire au pk|n 
ASB (XV.théor.lII); l'angle CSI sera donc l'angle piano- 
linéaire entre l'arête SÇ et le plan ASÇ , et cet angle aura 
pour mesure l'arc CF décrit du centre S, avec le rayon SC 
dans le plan du triangle CSI , arc perpendiculaire au côté 
AB du triangle sphérique ABÇ. Ainsi mûtes, les parties 
•constitutives de Fangte solide S , savoir : ses trois angles 
ïoéairea, se* trois angles plans et se* trois angles piano- 
linéaires , se trouvent dans le triangle sphérique décrit de 
son sommet , comme centre , $vec un rayon arbitraire : 
et dans tout ce qui concerne les relations mutuelles entre 
toutes ces parties , il sera permis de substituer au trièdre 
le triangle sphérique qui, en se peignant nettement 
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aux yeux, parce qu'aucune de ses parties n'est cachée" 
par l'autre , se prête avec beaucoup de facilité au 
calcul et à la démonstration. Ce qui précède est d'ailleurs 
applicable aux angles solides formés de laxéunion d'un 
nombre quelconque de faces. 

THÉORÈME PREMIER. 

W,e «roi. angle» linéaire. àSe, eSf, dSf, forment un angle 
«oUde S , chacun deux e»t plu» petit que la somme de. deux 
autre». (Fig. 180). 

Il suffit de. prouver que le plus grand de ces trois 
angles, est plus petit que la somme des deux autres : soit 
<fc/ce plus grand angle supposé dans le plan du papier, 
en sorte que l'arête Se est située au-dessus de ce plan. 
Dans le plandS/, menez la droite Sh sous un angle 
dSh = dSe; prenez SH = SE, par un point quel- 
conque F de S/, et le» points H et E , tire* les droites 
FDetFE, et menez DE t les triangles DSE, DSH 
seront égaux, comme ayant l'angle DSH = DSE entre 
deux côtés égaux , savoir SD = SD , SH = SE : donc 
DE = DH;orona 
DF < DE + EF, t>u DH + HF < DH + EF, 

d'où l'on conclut HF < EF. Les côtés SF, SH du 
triangle HSF, étant respectivement égaux aux côtés SF, 
SE du triangle ESF, et HF étant plus petit queEF, 
l'angle HSF est < ESF : mais les angles HSD , ESD sont 
égaux : on a donc 
HSF4-H$D<E5F + ESD, ou FSD<ESF + ESD. 
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THÉORÈME II. 

La somme des angles linéaires qui forment an angle solide , est tou- 
jours moindre que quatre angles droits. (Fig. 181 ). 

Soit un angle solide S au-dessus du plan de la planche , 
formé de la réunion des cinq angles linéaires A SB , 
BSC, CSD., DSE, ESA, le polygone ABCDEqui 
forme cet angle , étant dans le plan de la planche. L'angle 
solide B étant formé de la réunion des trois angles plans 
ABC , SBA , SBC , on a ( théor. I ) 

ABC<SBA + SBC, 
ou 

ABM + MBC < SBA + SBC , 

pareillement 

BCM + MCD < SCB + SCD, 
CDM + M DE < SDC + SDE, 
DEM + MEA < SED + SEA, 
EAM + MAB<SAE + SABj 

- la somme des premiers membres de ces inégalités , étant 
moindre que la somme des seconds , on peut dire que 
la seconde somme est égale à la première augmen- 
tée d'une certaine quantité p\ en sorte qu'on pourra 

poser 

(i)... SBA + SBC + SCB + etc. 

= ABM + MBC + BCM + etc. -f p; 

si l'on observe que la somme des angles; des triangles 
qui ont pour bases les côtés AB, BC , CD , etc. , et le 
sommet en S , est la même que celle des angles des 
triangles qui ont les mêmes bases AB, BC, etc. , et le 
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sommet en M , et si l'on désigne par s la somme de? 

angles linéaires en S , on aura 

(a)... 4* 4. ÀBM+MBC-f etc.=* + SBÀ+SBC-J- etc. , 

écrivant dans cette dernière égalité pour SBA + SBC 

+ etc. , a* valeur tirée de l'égalité (r) , et retranchant de 

pdrt et d'autre la même somme ABM -|- MBC -j- etc. , 

on trouve 

4 rf = s + p , d'oii s = 4 d — /? , 

d'où l'on conclut s < 4*> ce ^ est Renoncé du 
théorème. 

THÉORÈME III. 

Lorsque les trois angles linéaires qui forment un angle solide trièdrc, 
sont respectivement egâui aux trois angles linéaires qui forment 
un autre angle solide trièdre, les plans de ces angles linéaires tout 
également inclines l'un sur l'autre. ( Fig. 182 ). 

Soient deux angles* solides S et S', -tek qu'on ait DSE 
= D'S'E', DSF = D'S'F', ESF = E'S'F' y il s'agit de 
démontrer que l'inclinaison de la face DSE sur la face 
DSF, est égale à l'inclinaison de la face D'S'E' sur 
D'S'F', les faces DSF et D'ST, étant dans le plan de la 
planche. A cet effet , par un point quelconque A de l'in- 
tersection SD , menons des perpendiculaires AB, ACà 
AS , la première dans la face ASE , et la seconde , dans 
la face ASF. Prenons S'A' =s SjA > et au point A' élevons 
à A'S' deux perpendiculaires , l'une A'B' dans la face 
D'S'E', et l'autre A'C dans la face A'SY : les angles BAC, 
BAC, seront leà inclinaisons On les angles dièdres dont il 
s'agit de démoritrer leségalités. Or les angles A SB , A'S'B', 
étant égaux, par hypothèse , et le* aogfes BAS, B'A'S* étant 
droits-, par construction, les triangles BAS, B'A'S' ont 
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un coté égal SA = S'A', et les angles adjacens égaux; 
ces triangles sont donc égaux : on prouverait de la même 
manière que les triangles CAS , C'A' S' sont égaux; donc 
AB = A'ff, AC = A'C, SB = S'B', SC = S'C : les 
triangles BS C , B'S'C ayant l'angle BSC = BSC entre 
côtés égaux, sont égaux , et on a BC = B'C : les trian- 
gles BAC , B'A'C ont donc les trois côtés égaux chacun à 
chacun, d'où il résulte que les angles BAC, B'A'C' sont 
égaux. 

On prouverait de la même manière l'égalité des autres 
inclinaisons respectives. 

Remarque I. Lorsque les arêtes SE, S'E' tombent 
du même côté par rapport aux plans DSF, D'S'F', c'est- 
à-dire , toutes deux au-dessus , ou toutes deux au-dessous 
de ces plans , que nous supposons le plan même de la 
planche , les angles linéaires en S étant toujours égaux 
aux angles linéaires en S', les angles solides en S et S' 
sont égaux , ou ils peuvent coïncider. En effet, les angles 
linéaires DSE, DSF étant respectivement égaux aux 
angles D'S'E', D'S'F, et les plans de ces angles étant 
également inclinés , si l'on superpose, ce qui est possible, 
la face D'S'F' sur DSE, la fece D'S'E' viendra s'appli- 
quer *ur la face DSE, et l'arête S'E' coïncidera avec 
SE : ainsi les trois arêtes qui aboutissent à l'angle solide 
S', se confondant avec les trois arêtes qui aboutissent k 
l'angle solide S , ces deux angles solides n'en feront qu'un. 

Remarque IL Si la droite SE restant au-dessus du 
plan DSF, la droite S'E' était au-dessous du plan D'S'F* 9 
en S'E" qu'il faut voir au-dessous du plan de \a pjanclie , 
lorsque l'angle D'S'F' coïnciderait avec l'angle DSF, les 
plans D'S'E", F'STE" tomberaient au-dessous du plan DSF, 
et l'interseetion S'E" tomberait , par exemple , en Se 
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au-dessous de DSF, tandis queJ'arête SE serait au- 
dessus de ce plan DSF * ainsi -les faces ne pourraient 
coïncider; cependant les angles linéaires E"S'D', E"S'F' 
étant respectivement égaux aux angles ES F , ESC , les 
angles dièdres le seraient aussi : il est encore facile de voir 
que la coïncidence ne pourrait avoir lieu , même en pla- 
çant S'F'sur SD et S'D' sur SF, ce qui ferait tomber 
rare 4 te inférieure S'E" an* dessus de la face DSF : ces 
angles S et S' qui ne peuvent coïncider sous les m&nes 
angles linéaires et plans , c'est-à-dire , malgré l'égalité 
de toutes leurs parties constituantes, sont dits symé- 
triques» 

Remarque III. Étant donné un angle solide triëdre S 
(Fig. 1 83 ), on en formera toujours le symétrique en prolon- 
geant les" arêtes AS, BS , CS au-delà du point S ; car il est 
évident, i°. que les angles linéaires A'SC, A'SB', B'SC, 
respectivement égaux aux angles ASC, ASB, BSC # 
seront disposés autrement que ceux-ci ) 2°. que l'angle 
. entre deux quelconques des trois faces ASC , ASB , BSC , 
sera égal à l'angle entre celles des faces de l'angle solide 
opposé, qui sont les prolongemens de celles-là. Cette 
manière de former uû angle solide symétrique d'un 
autre , est simple. On peut encore observer que l'image 
d'un objet , reçue dans un miroir , lui est égale par sy- 
métrie. Maintenant l'arête SB' se trouvant au-dessous 
du plan de la planche , si l'arête SB est au-dessus de ce 
plan , il est facile de voir que de ^quelque manière qu'on 
tessaie de faire coïncider l'angle linéaire A'SC avec l'an- 
gle ASC , qui est dans le même plan , il n*est pas possible 
d'amener les arêtes SB, SB* à coïncider. 

Remarque IV. Si deux angles trièdres coïncident , on 
doit conclure que les angles linéaires sont égaux et 
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disposés de ïa même manière autour des deux angles 
solides. 

THÉORÈME IV. 

Chacun des six angles d'an trièdre, savoir : les trois angles linéaires et les 
trois angles plans , a pour supplément l'un des angles d'un autre trièdre 
formé par trois plans perpendiculaires aux trois arêtes du premier. 

a , b et c étant les trois arêtes d'à trièdre propose , le trièdre formé 
par* trois plans perpendiculaires à chacune de ces arêtes , est tel que. 
chacun de ses angles plans a son supplément parmi les angles linéaires 
du premier trièdre. En effet, qu'on se représente une des face* du 
trièdre, proposé, par exemple , la face a b ; les deux faces du nouveau 
trièdre perpendiculaires l'une à l'arête a , l'autre à l'arête b , coupent 
cette face a b suivant deux droites dont l'angle mesure l'inclinaison 
des deux premières faces (XV. théor. III, coroll. II , et theor. V ) t . 
or dans' le quadrilatère formé par ces deux intersections et les deux 
arêtes a et b 9 il y a deux angles droits, donc les deux autres angles sont . 
supplémens l'un de l'autre } l'un et eux est l'angle entre les arêtes a et 
b du premier trièdre, et l'autre est l'angle entre les deux faces du nou- 
veau trièdre , perpendiculaires à ces arêtes*. On prouvera de même 
que les angles entre b et c, cet a sont supplémens des angles entre les 
faces perpendiculaires h b et c , c et a. 

* Si l'on nomme <r\ b! et c' les arêtes du second trièdre , le premier 
étant formé de trois plans perpendiculaires à ces arêtes , l'angle entre 
deux faces de celui-ci , a pour^upplément l'angle entre deux arêtes de 
l'autre. 

Cette propriété dont nous ferons usage dans le chapitre XXIII , a 
fait nommer l'un de ces trièdres , le supplémentaire de Vautre* 

Corollaire. Ainsi connaissant les trois angles plans d'un trièdre , 
si l'on veut trouver ses trois angles linéaires , on prendra les supplé- 
mens des angles plans pour en faire les angles linéaires d'un 
trièdre dont les angles plans seront les supplémens des angles cher- 
chés j et réciproquement. 
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CHAPITRE XVII. 

Des triangles sphériques» 
tiÉFINltlONS ET NOTIONS. 

I. IN ou s avons défini (XVI. déf. VI ) la surface sphé- 
rique. On peut encore regarder cette surface comme 
engendrée par la révolution d'une demi-circonférence 
autour d'un diamètre , et quel que soit celai de ces dia- 
mètres pris pour axe de révolution , la surface eèt tou- 
jours la même. 

II. Le rayon d'une sphère est une ligne droite menée 
du centre à tout point de la surface ; le diamètre ou 
axe est une droite passant par le centre de la sphère , et 
terminée de part et d'autre à la surface. Tous les rayons 
sont égaux , ainsi que tous les diamètres dont chàctrà est 
double du rayon. 

III. On appelle grand cercle celui dont le plan passe 
par le centre de la sphère , et petit cercle celui dont le 
plan ne passe pas par ce centre. 

IV. Le pôle d'un cercle de la sphère , est an point de 
la surface , également éloigné de tous les points de là cir- 
conférence de ce cercle. 

V. Triangle sphérique est une partie de la surface 
de la sphère, comprise par trois arcs de grands cercles : ces 
arcs qu'on nomme aussi côtés du triangle , sont sup- 
posés plus petits que la demi-circonférence. 

VI. Fuseau est la partie de la surface de la sphère 
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comprise entre deux demi-grands cercles qu} se terminent 
à un diamètre commun : le fuseau sphériqne ABDCÀ 
{Fi g. 184) peut être considéré comme engendré par la 
révolution de k demi - circonfêVeiice ACD aatoiir du 
diamètre AD; 

VIL La moitié de la surface d'une sphère , se nomme 
hémisphère. 

VIII. L'angle BAC ( Fig. 184 ) cWttpfis entre les deux 
arcs de grands cercles qui se coupent en A , c'est-à-dire , 
l'angle entre les plans de ces cercles > et qu'on nomme 
l'angle du fuseau , est l'angle des deux tangentes AG, AF, 
au poitit d'intersection A * la première à l'arc ÀB , et la 
seconde à l'arc AG , puisque ces tangentes sont perpen- 
diculaires au point A de la commune intersection des deux 
plans, l'une dans un plan, et l'autre dans l'autre. (XVI. 
déf. VII). Ainsi le fuseau sphérique est àla surface entière 
de la sphère , dans le rapport de l'angle du fuseau, à qua- 
tre angles droits. 

IX. Le polygone Sphérique est une portion de la surface 
de la sphère , terminée par plusieurs arcs de grands 
cercles. Oh remarquera comme un caractère essentiel- 
lement distinctif entre les polygones sphériques et les 
polygones rectilignes , que les polygones à deux côtés ont 
encore liëii parmi les premiers , comme le montre le con- 
tour d'un fuseau , tandis que parmi les derniers , il faut , 
au moins , trois côtés pour renfermer itn espace. 

X. Si l'on supposé les plans des cercles ACD, ABD 
perpendiculaires entre eut , le fuseau sera iïû quart de 
la surface de la sphère : ii , par le centre de la sphère , 
on suppose un plan perpendiculaire aux précétïens , on 
aura le triangle sphériqrté ABC dont ïè$ trois côtés 
perpendiculaires entre eux , vaudront chacun un quart 
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de circonférence : l'aire de ce triangle sera un huitième 
de la surface sphérique : ce triangle qu'on ^nohimé 
tfi -rectangle y est l'unité angulaire des angles spaciaires 
formés au centre de la sphère : il est pour ces angles , ce 
qu'est l'angle droit pour les angles linéaires. Cet angle 
solide étant la réunion de trois plans perpendiculaires 
entre enx, et de trois arêtes aussi perpendiculaires 
l'une à l'autre , tous les angles linéaires , plans et piano- 
linéaires , seront droits. 

XL. Le fuseau ABDC A(Fzg\ 184) est au quartde la surface 
sphérique , dans le rapport de l'angle À à un angle droit , 
ou à la surface du triangle tri-rectangle , dans le rap- 
port de 2Â à l'angle droit : en sorte que la surface du 
triangle tri-rectangle étant prise pour unité , la surface 
d'un hémisphère est. égale à 4 > l'angle droit étant aussi 
pris pour unité. 

XII. Considérons les deux fuseaux sphériques oppo- 
sés qui résultent de l'intersection des deux grands cercles 
ABFÀ'B'F', CBDC'B'D, dont l'intersection est le 
diamètre BB' (Fig. i85 , , la sphère avant son centre sur 
le plan de la planche qui la coupe suivant le grand 
cercle DFD'F' en deux hémisphères, l'un supérieur, 
l'autre inférieur : les parties des deux fuseaux, situées 
sur l'hémisphère supérieur, seront les triangles sphé- 
riques E/BF' et DBF, et les parties situées sur l'hémis- 
phère inférieur , seront ies triangles sphériques D'B'F' 
et DB'F. Si l'on considère les triangles sphériques D'B'F' 
et DBT, on verra que leurs sommets D' et D , B' et B , 
F' et F, sont des points diamétralement opposés de la 
surface sphérique , en sorte que les droites qui joignent 
ces points , forment , au centre de la sphère , deux angles 
trièdres opposés et symétriques , lesquels ne peuvent 
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coïncider (XVI. théor. III, rem. ) $ il est pareillement 
impossible d'opérer la coïncidence des bases DBF, 
D'B'F'j d'abord cette coïncidence suppose que Tune des 
bases reçoive dans sa concavité la convexité de l'autre , 
Ce qui ne peut avoir lieu à moins que leurs parties res- 
pectivement égales, 11e se succèdent dans le même ordre, 
dans l'une et l'autre de ces surfaces : or , pour que les 
convexités soient tournées dans le même sens, il faut 
faire tourner l'arc F'D' autour du centre O , et au-dessus * 
du plan de la planche, jusqu'à ce que F' tombe sur O, 
et D' sur F j mais alors les angles égaux en F* et F, en 
IX et D , ne se trouvant pas l'un sur l'autre , la coïnci- 
dence des surfaces n'aura pas lieu, quoique les deux 
triangles sphériques aient leurs côtés et leurs angles 
égaux , ainsi qu'il est facile de le voir. Une pareille dis- 
position n'empêcherait pas la coïncidence dans les trian- 
gles rectilignes, parce qu'il ne faudrait que renverser 
l'un des deux pour la rendre possible. ** Ainsi nous re- 
trouvons ici des figures égales dans toutes leurs parties 
constituantes , et qui ne peuvent être superposées , figures 
que nous appelions symétriques. 

XIII. Si l'on fait tourner le trièdre OD'F'B' autour 
dil centre O , de manière que la face OF'D' reste dans 
Je plan de la planche ou du cercle FDFD', et que D 
tombe en D, et F" en F, l'angle D'OF' coïncidera avec 
DO F, le sommet B' sera sur l'hémisphère inférieur, et 
on aura deux triangles sphériques DBF,* D'B'F' ayant le 
coté commun DF, les autres côtés égaux ainsi que les 
angles , et dont l'un sera le symétrique de l'autre. Nous 
aurons occasion de considérer ces deux triangles. 

XIV. Dans les deux triedres OB'D'F', OBDF, les 
angles triedres opposés en O, étant égaux par symétrie ; 
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les aire* spbériqucs O'B'F' r DBF sont les mêmes portion^ 
4e la surface sphérique : or D'BfF' fiait avec le triangle 
J>'BFV le fuseau sphérique compris entre les deux demi- 
cercles BD% BFB'j donc DBF ajouté au même 
triangle D'BF, doit faire la même somme : ^'où il s'en* 
fuit que la somme des aires des deux triangles sphérique* 
DBF, DBF, opposés par le sommet B, et formés sur 
un même hémisphère par deux grands cercles de la 
sphère, est égale au fuseau sphérique que ces mêmes 
cercles forment entre eux. 

THÉORÈME PREMIER. 
Toute section de lp sphère par un plan , est un cercle. ( Ftg. 186). 

Soit A M B la .section feite par un plan dans une spfrère 
dont le centre est Ç : 4" pçin£ C>. menez la perpencUV 
culaire CO sur le jdaç 4MPP^ e{ différentes lignes CM f 
CN à différent points de la pour]>e qui termine la section : 
ks obliques CM, ÇN, CÇ étant égales comice rayons 
de la sphère , toutes les lignes O M , ON , OB, etc. , sonj 
égales ( XIV. théor. V) : dp.nc la section A-MNB, esjt 
un cercle dont le centre est en Q. 

Corollaire J. JSi le plan de la section nasse par le centre 
de la sphère , son rayon sera le rayon de la sphère j donp 
tous les grands cercles de la sphère sont ég^ux eqlre 
eux. 

Corollaire V. Deux grands cercles se coupent toujours 
en deux parties égales; car leur intersection passait par 
le centre de Ja sjphçce ^ et a^ujtissanj à, lf surface , est un 
diamètre. 
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THÉORÈME II. 
Toat grand cercle divise la sphère et sa surface en deux parties égales. 

Si Top donne aux deux hémisphères une base com- 
mune , en appliquant la convexité de l'un sur la con- 
cavité de l'autre ,• les surfaces coïncideront , sans quoi U 
y aurait des points inégalement éloignés du centre. 

THÉORÈME III. 

Le centre d'un petit cercle et celai de la sphère , sont sur nne méat» 
d*qi te perpendiculaire au plan du petit cercle. (i%. iSô). 

En effet , O étant le centre du petit cercle , et les 
triangles COB, COA étant égaux , l'angle COB=COA ; 
donc chacun de ces angles est droit : par la même raison , 
chacun des angles GÔN, GOP est drbit t donc CO est 
perpendiculaire aux deux droites AB et NP, et consêV 
quemment au plan du petit cercle. 

Corollaire I. Les plans des petits cercles dont les 
centres sqnt sur CD, sont parallèle* entre eux : plus les 
plans de ces cercles sont éloignés du. centre C , plus les 
cercles sont petite et réetprûquemetd. 

Corollaire IL Si du centre C de la sphère, on abaisse 
une perpendiculaire sur le plan du petit cercle ANB, 
elle passera par le centre O y autrement on pourrait du 
même point C , abaisser deux perpendiculaires différentes, 
sur un même plan, f^a perpendiculaire éjevée par le 
centre d'un petit cercle, £ $qu plan , passe parole centre 
de la sphère. Toutpoktl pria, sur le diamètre DE pas- 
sant parle centre O de< la section , est également distant 
des points de la chrcoriféreiicie AMB A. 
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THÉOIKMI IT. / 

Par deux points donnés sor la surface «Tune sphère, on peut faire 
passer nu arc de grand cercle. 

Car les deux points et le centre de la sphère sont trois 
points qui déterminent la position d'un plan : il n'y a 
exception que dans le cas où les deux points sont les 
deux extrémités d'un diamètre , parce que ces deux 
points et le centre se trouvant en ligne droite , il y a 
lieu à une infinite^de grands cercles passant par ces deux 
points. 

On pourra s'exercer à démontrer les deux théorèmes 
suivans analogues à deux autres que nous avons établis 
sur le cercle. 

THÉORÈME V. 

1*. De tontes les droites qu'on peut tirer d'un point qui n'est pas 
le centre d'une sphère, a sa surface, la plus longue est celle qui passe 
par le centre , et la plus courte est celle qui prolongée , passerait 
par le centre ; a°. les moyennes entre la plus longue et la plus 
courte , sont celles qui se terminent à la circonférence d'une même 
section , dont le plan est perpendiculaire au diamètre passant par 
le point donne , et pour une même section , toutes ces moyennes 
sont égales $ elles augmentent an même temps que la distance de la 
section au point donné. 

• 
THÉORÈME VI. 

i°. Les surfaces da> deux sphères ne peuvent se toucher ni se couper, 
quand la distance des centres est plus grande que la somme ou plus 
petite que la différence des rayons; 2 . elles se touchent extérieure- 
ment et intérieurement, lorsque la distance des centres est* égale à 
la somme Ou à la différence des 1 ayons j 3°. enfin elles «e coupent 
suivant une circonférence de cercle , quand la distance des centres 
est plus petite que la somme et plus grandie que la différence, des 
rayons, 
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THÉORÈME VII. 

Dans tout triangle sphérique ABC, un côté quelconque est pins . 
petit <jue la somme des deux autres. (Fig. 187 ). 

Soit O le centre de la sphère duquel on mène les 
rayons OA, OB, OC : les plans AOB, BOC, COA, 
forment au centre de la sphère , un angle trièdre dans 
lequel chacun des trois angles linéaires mesuré par chacun 
des côtés du triangle sphérique, est moindre que la somme 
des deux autres (XVI. théor. I). 11 faut observer que 
AB , BC , C A sont des arcs de grands cercles. 

THEOREME VIH. 

La somme des trois côtés d'an triangle sphérique , est moindre que la 
circonférence d'an grand cercle. ( Fig. 187 ). 

Soit ABC un triangle sphérique formé par des arcs 
de grands cercles : prolongez les côtés AB, AC jusqu'à 
ce qu'ils se rencontrent en D : les arcs ABD, ACD 
seront des demi-circonférences ( théor. I , coroll. II ) : 
mais dans le triangle sphérique BCD , on a ( théor. VII ) 
BC < BD + CD : ajoutant de part et d'autre AB-fAC , 
on aura AB + AC + BC < ABD + ACD , c'est-à- 
dire , plus petit qu'une circonférence. 

Corollaire. Comme les côtés du triangle sphérique, 
mesurent les angles linéaires en O dans le trièdre OABC, 
il s'ensuit que la somme de ces trois angles linéaires, est 
moindre que deux angles droits , ce qui ramène à la con- 
clusion obtenue ( XVI. théor. II ). 



i3 
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THÉOHÊME IX. 

L'aire d'an triangle spherique quelconque , est égale à l'excès de b 
somme de se* trois angles sur deux angles droits, la surface du 
triangle spherique tri-rectangle, étant prise pour unité. (Fig, i85). 

Prolongeons les trois côtes AB, AC, BC du triangle 
ABC, jusqu'à la rencontre du grand cercle DFEIXF'E' 
de la sphère , cercle dont le plan est celui die la planche t 
on aura sur l'hémisphère supérieur, i°. les triangles 
sphériques DGE', D'CE, faisant ensemble lé fuseau 
dont l'angle est G (déf. etnot. XIV); 2°. les triangles 
sphériques F'BD' et FBD, faisant ensemble le fuseau 
dont Pangle est B; 3°. les triangles sphériques FAE, 
F'AE', faisant ensemble le fuseau spherique dont l'angle 
est A. Or -ces six triangles sphériques valent ensemble 
l'hémisphère supérieur , plus deux fois le triangle sphe- 
rique ABC ; donc l'hémisphère vaut la somme des trois 
fuseaux moins deux fois le triangle ABC : mais la sur- 
face du triangle tri-rectangle étant prise pour unité , les 
trois fuseaux vaudront en somme 2À + 2B + 2C, 
et l'hémisphère sera 4 (déf. et not. XI ); donc 

4 =? 2A + 2 R + 2C — 2 ABC , 
d'où 

ABC = A + B + C — 2... (1) , 

l'angle droit étant l'unité de» angles linéaires , comme le 
triangle tri-rectangle est l'unité de mesure des angles 
trièdres. 

Corollaire I. Comme la surface ABC ne peut être 
négative , il résulte de la formule ( 1 ) , que A -j- B -+- C ;> 
2 angles droits j mais aussi chacun des angles A , B , C 
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mesure l'inclinaison des plans qui forment l'angle trièdre 
au centre de la sphère ; donc la somme de ces trois incli- 
naisons , excède deux angles droits. 

Corollaire IL Comme tout triangle sphérique est 
moindre qu'un hémisphère, on a ABC<;4, et consé- 
quemment A + B -f C — 2 <4, d'oii A + B + C <6, 
angles droits. 

Corollaire III. Si Fôn conçoit sur la surface d'une 
sphère un polygone sphérique , et que dé l'un de ses 
angles on mène des arcs diagonaux à tous les angles 
non adjacens, te polygone sera partagé en triangles 
sphériques dont le nombre sera égal à celui des côtés 
moins deux ; en sorte que , d'après le théorème et les 
corollaires précéderis , on évaluera facilement au moyen 
de l'angte droit la somme des angles dé tout polygone 
sphérique. 

Corollaire IV. Le triangle sphérique est égal en sur- 
face au fuseau sphérique qui a pour angle la demi- 
somme àés trois angles A + B + C — 1 , puisque 
(déf. et not. XI ) la surface d'an tel fuseau est le double 
de son angle. 

Corollaire V. La somme des trois angles d'un triangle 
Iphériquë n'étant pa£ une quantité constante, comme 
telle dès trois angles d'un triangle rectiligne , deux 
angles connus rie suffisent plus pour ' découvrir le troi- 
sième. 
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THÉORÈME X. 

Si on mène le diamètre DE perpendiculaire an plan du grand cercle 
AMB, les extrémités D et E seront les pôles du cercle A MB , et 
de tous les petits cercles qui lui sont parallèles. ( Fig. 188 ). 

DC étant perpendiculaire au plan AMB , est perpen- 
diculaire à toutes les droites C A, G M , CB , etc. menées 
par son pied dans ce plan ; donc les angles DCA , DCM, 
DCB , etc. sont droits , et les arcs DA ,DM, DB , etc. 
sont des quarts de circonférence : donc les points D et E 
sont chacun également éloignés des points de la circonfé-. 
renceAMBj ils sont donc les pôles de cette circonfé- 
rence ( déf. et not. IV ). En second lieu , le rayon D C v 
perpendiculaire au plan AMC, est perpendiculaire au plan 
parallèle F N G : donc il passe par le centre O de ce cercle 
(Th. III, coroll. II ) : donc tous les triangles DOF, DON , 
DO G sont égaux : donc les cordes DF , DN , DG sont 
égales , ainsi que les arcs qu'elles sous-tendent. 

Corollaire I. L'angle AMD entre Tare AM et le qua- 
drant DM , angle formé par deux* tangentes en M aux 
arcs M A , M D , est droit , puisque le D C M est perpendi- 
culaire sur AMB. 

Corollaire IL Pour trouver le pôle d'un arc A M de 
grand cercle , menez l'arc indéfini M D perpendiculaire à 
AM , et prenez M D égal à un quart de circonférence , ou 
à un quadrant, et le point D sera le pôle de l'arc AM, pôle 
qu'on peut encore obtenir en 'menant aux points A et M 
les arcs AD et M D perpendiculaires à AM et prolongés 
jusqu'à ce qu'ils se rencontrent en un point qui sera l'un 
des pôles. 

Corollaire III. En faisant tourner l'arc D F autour du 
point D, le point F décrira le petit cercle FNG; et si on 
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fait tourner le quadrant DF A , le point A de'crira Tare 
A M de grand cercle. Ainsi , en prenant une ouverture 
de compas , égale à l'intervalle D A , laquelle sera la corde 
de l'arc D A , et posant Tune des pointes en D , l 'autre 
pointé tracera l'arc de cercle A MB dont le pôle est D. 
Il sera donc facile de prolonger l'arc de grand cercle AM, 
puisqu'il ne faudra qu'en trouver le pôle d'après le corol- 
laire précédent. 

Corollaire IV. S'il faut d'un point donné N abaisser 
un arc perpendiculaire sur l'arc donné A M de grand cer- 
cle, la question se réduira a déterminer sur l'arc A M 
prolongé , le pôle S de l'arc demandé , qu'on obtiendra en 
coupant l'arc A MB par un arc décrit de N , avec l'inter- 
valle N S égal à un quadrant : alors de S et avec le même 
intervalle , on décrira l'arc NM qui sera l'arc cberché. 

THÉORÈME XI. 

Étant donné le triangle sphc'ricrue ABC , si des points A , B et G 
comme pôles, on décrit des arcs EF, DF, DE qui forment le 
triangle sphériqae DEF, réciproquement les trois points D, E, F 
seront les pôles des côtés BC , AG , AB. (Fi§. 189 }. 

Le point A étant le pôle de l'arc EF, la distance AE 
est un quadrant ; le point C étant le pôle de l'arc DE , la 
distance CE est pareillement un quadrant : le point E' 
étant éloigné d'un quadrant de chacun des points A et C , 
est le pôle de Farc AC. On démontrera de la même ma-* 
nière que D est le pôle de l'arc BC, et F celui de l'arc 
AB. 

Corollaire. Donc le triangle ABC peut être décrit par 
le moyen du triangle DEF , et réciproquement. 

Remarque. Chacun de ces deux triangles est dit : le 
polaire de l'autre. - 
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THÉORÈME XII. 

L'angle BAC que font entre enx deux arcs de grands cercles AB, AC, 
a ponr mesure Tare BC décrit dn point A comme pôle, entre les 
cotes AB , AC prolonges s'il est nécessaire. ( Fig. i&£ )• 

Nous avons dit (déf. et not. VIII) que l'angle BAC 
qui est l'angle entre les plans OAB, OAC était mesuré 
par l'angle F A G entre les tangentes A F et A G au point 
A des arcs A C et AB ; si l'arc AC est égal à un quadrant 
ainsi que AB , les rayons OC et OB sont respectivement 
parallèles aux cotés A F et A G, et l'angle FAG peut être 
remplacé par COB qui a pour mesure l'arc BC. 

Corollaire. Il est donc facile de Eure sur la même 
sphère ou "sur deux sphères égales, un angle égal à un 
angle sphérique donné. 

THEOREME XIII. 

Chaque angle de l'on des triangles ABC, DEF aura ponr mesure la 
demi-cÎKonférence d'un grand cercle , moins le côté opposé dans 
l'antre triangle. (Fig. 189). 

* Soient prolongés les arcs AB , AC jusqu'en G et H; 
le point A étant le pôle de l'arc G H , l'angle A aura pour 
mesure Tare GH ( théor . XII ) ; mais l'arc EH est un qua- 
drant, ainsi que GF , puisque £ est le pôle de AH , et F 
celui de AG; donc EH + GF vaut une demi-circonfé- 
rence : or-EH -f GF = EF -f GH ; donc l'arc GH qui 
mesure l'angle A, est égal à \ circonf. — EF : par la 
même raison , l'angle B a pour mesure \ circonf. - — DF, 
et l'angle C a pour mesure | circonf. — DE. En second 
lieu , l'angle D a pour mesure l'arc MI ; or C étant le 
pôle de DE , et B celui de DF , la somme MC + BI ou 
MI 7J- BC vaut une demi-circonférence; donc l'arc MI 
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mesure de l'angle D , vaut une demi-circonférence — BC ; 
et ainsi des autres. Ainsi la propriété est réciproque. 

THÉORÈME XI Y* 

S\ sur une sphère ou sur déni sphères égales , on. a deux triangles 
sphéricrucs dont les côtes soient égaux , les angles opposés ans côtés 
égaux seront égaux. (/%. 190). 

Soient les arcs AB=A'B', BC=B'C\ AC=A'C'(*) : 
et menons les tangentes Ab et Ac f A'é* et A'c jusqu'aux 
rencontres des rayons OB et OC, O'B' et O'C suffi- 
samment prolongés , et joignons b et c , b'etc : il s'agit 
de prouver que l'angle b A c = b'A'c. Or les triangles 
AOb , AO# étant égaux, on a Ab = A'b',Ob =0# : 
par la même raison, Ac = Ac', Oc = OVj donc k 
cause de l'angle^ Oc = £'Oc' , les deux triangles bOc et 
VOic seront égaux et donneront bc = b'c 1 les deux 
triangles bAc^b'Kc étant égaux, l'angle bAc = b'A'c 
ou l'angle A = A'. On prouverait de même l'égalité des 
angles en C et C , en B et B'. 

Corollaire. Ainsi les trois angles linéaires qui forment 
en O un angle solide trièdre , étant respectivement égaux 
aux trois angles linéaires tjui forment en O'un autre angle 
solide trièdre , les angles entre les faces qui renferment 
les angles linéaires égaux , sont égaux , conclusion obtenue 
(XVI,théor. III). 



(*) Noos n'avons pas fait la seconde fignre , parce qu'elle est la 
meme que la première , en accentuant toutes les lettres de celle-ci. 
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THÉORÈME XV. 

Si deux triangle» sphériqnes décrits sur la même sphère , on sur deux 
sphères égales, ont un angle égal entre deux côtes égaux, le troi- 
sième côte et les deux autres angles seront égaux. ( Fig. 190 ). 

Soient les arcs ÀB= A'B' , AC = A'C, et l'angle en 
A égal à l'angle en A', ou l'angle b\c=ib'Aïc : de l'éga- 
illé des triangles A 0£ et A'O'6 , AOc et A 'Oc', on con- 
clura Ab == A'b' , Ob = Ofb' , Oc = O V ,Àc = A c', 
et comme l'angle bAc=b'Ac\ les triangles bOc, b'O'c 
seront égaux et donneront l'angle BOC=B'(yCj et con- 
séquemment l'arc BC = B'C. Les deux triangles ABC , 
A'E'C ayant leurs côtés égaux -, on conclut du théorème 
précédent , l'éga'ité des deux autres angles. 

Corollaire. Ainsi deux' des trois angles linéaires qui 
forment un angle trièdre en O , étant égaux à deux des 
trois angles linéaires qui forment un angle trièdre en O' , 
et les plans de ces * angles linéaires égaux , étant égale- 
ment inclinés , les deux autres angles plans et l'autre an- 
gle linéaire seront égaux de part et d'autre. 

THÉORÈME XVI. 

Deux triangles situes sur la même sphère ou sur des sphères égales., 
sont égaux dans toutes 1 leurs parties, lorsqu'ils ont un côte' égal adja- 
cent à deux angles égaux. 

Les triangles polaires des deux triangles donnés , ayant 
un. angle égal entre deux côtés égaux ( théor. XIII) , on 
conclut du théorème précédent qu'ils sont égaux dans 
toutes leurs parties j c'est-à-dire que les deux autres an- 
gles et le troisième côté sont égaux de part et d'autre : 
donc , ibns les triangles donnés , les deux autres côtés et 
le troisième angle sont respectivement égaux. 
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Corollaire. Ainsi Tua des trois angles linéaires en O , 
étant égal à l'un des trois angles linéaires en O' , et les in- 
clinaisons de la face qui contient cet angle sur les deux 
faces adjacentes, étant égales de part et d'autre , le troi- 
sième angle plan et les deux autres angles linéaires sont 
égaux de part et d'autre. 

THÉORÈME XVII. 

Si deux triangles tracés sur la même sphère , ou sur deux sphèret 
égales , sont équiangles , ils seront eVjuilatéraux. 

Les triangles polaires des triangles donnés , ayant les 
trois cotés égaux chacun à chacun, seront équiangles 
( théor. XIV ); donc les triangles proposés seront équila- 
téraux (théor. XIII). 

Corollaire. Ainsi les trois angles linéaires qui forment 
un angle triedre en O , étant égaux aux trois angles li- 
néaires qui forment un angle triedre en O' , les angles 
dièdres seront égaux de part et d'autre. 

Remarque. Cette proposition n'a pas lieu dans les 
triangles rectilignes où de l'égalité des angles , on ne 
peut conclure que la proportionnalité des côtés; mais 
dans deux triangles sphériques tracés sur la même sphère, 
les cotés ne peuvent être proportionnels entre eux , sans 
devenir égaux , comme arcs semblables de circonférence 
dont les rayons sont égaux. 

Remarque. Les corollaires des théorèmes XIV, XV, 
XVI et XVII, font le complément du chapitre seizième. 
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CHAPITRE XVIII. / 

Trigonométrie sphérique. 

THEOREME PREMIER. 

Dans tout triangle sphérique , les sinus des angles sont proportionnels 
aux côtes opposés à ces angles. 

Soient ( Fig. 191) ÀB, BC, AC trois aresde grands cercles 
de la sphère dont te centre est en O ;si Ton joint le point O 
aux points A, B, C par des droites ÀO, BO , CO, on 
formera un triëdre OACB dont les angles entre les faces 
sont les mêmes que ceux du triangle sphérique AB'C j et 
les angles entre les arêtes , savoir : COB, COA,AOB 
sont mesurés par les arcs CB, AC, AB du triangle 
sphérique. Nous désignerons ces arcs par a ^ b, c , et les 
angles opposés , ou les angles entre les faces , par A , 
B, C. 

Supposons le triëdre OACB développé (Fig. 192 ) sur le 
plan de la face ÀOB qui est celui de la planchent construisons 
«n DEG l'angle A opposé à Tare a, et en D'FG l'angle B 
opposé à l'arc b; les plans de ces angles DEG , D'FG 
sont perpendiculaires sur le plan de la face AOB, et en 
même temps perpendiculaires lé premier sur OA, lé 
second sur OB; en sorte que les cote's GD , GD' jse réu- 
nissent dans l'espace en une seule droite perpendiculaire en 
G au plan AOBj et lorsque les faces AOC, BOC, situées 
dans le plan de la planche, tournent autour des char- 
nières OA, OB pour reformer le triëdre, les perpen>« 
diculaires ECàOA, FCâ OB yont coïncider avec les 
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cotés ED , FD' en position , et les arêtes OC et OC se 
confondent dans l'espace, et de plus OC = OC' que 
nous représenterons par R. On aura donc 

DG : sin. DEG = ED ou CE : R; 
D'G : sin. DTG = DT ou FC : R. 

donc,, en observant que CEouED=sin. b , FC' ou Fiy 
=sin. a, et que, par construction, DG=D'G, on conclura 

(i). ... sin A : sin. B = sin. a : sin. b 
On trouverait de même . 

(2). ... sin A : sin. C = sin. a : sin. c 

(3)..... sin B : sin. C = sin. b : sin. c 

THÉORÈME II. 

a, b, c étant toujours les côté» d'un triangle sphérîquc, A l'angle 
opposé au côté a, on a l'analogie. (Fig. 192). 

cos. a = cos. b cos. c -4- sin. h sin. t 00s. A. 

# 

Menant les droites GH,EK, la première parallèle 

et la seconde perpendiculaire k OB , on aura 

OF = cos. a = OK + KF = OK + GH. 
Or 

OK : OE=cos. c : R; d'où Q^ cogJcos ' c ' 



: EG = sm. c : R\ sm.ôsm.ccos.A: 

rrk . ^ > d ou GH sa ■ m ' 

: ED=cos.A:R) R* 



GH:EG 
EG 
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en observant que ED = EC = sm. b : donc 

cos.bcoê.c . sin. b sin- c cos. A ' 
(4) cos.a= g + g- 

et de même 

,r+ t. cùsmcos.c , sin.* sin. c cos. B/— W 

(5J COS.£ = g + g; 

,-. cos.fi cos.& I sîn a sin. & cos. C 
(6)..... a* c = s + g; 



d'où l'on déduit 

R* cos. a — R cos. b cos. c ' 



cos. A = 



«d. 6 sin. c 



_ „ R*cos. £ — Rcos. a cos. c\ 

COS. B = ■ ; : >... (F) 

tin. a sin. c 1 

^ R a cos. c — R cos. a cos. b\ 

COS. C= : : r 

sin. a sin. b 

Corollaire I. Les angles entre les arêtes du trièdre 
supplémentaire , sont ( XVI. théor. IV ) , ir — À , -k — B, 
îr — C ,| * étant la denû-<irconférence 5 ils ont pour 
cosinus — cos. A , — cos. B, — cos. C , or l'angle opposé a 
iz — A , est îr — a dont le cosinus est — cos. a. : donc , 
pour ce trièdre supplémentaire , les équations (4) , (5} et 
(6) deviennent 

, % . cos.B cos.C sin.B sin.C cos. a 

(7)-— <**' A = R Ri C 

/ON „ cos.A cos.C sin. A sin.C cos. b f 

(8)...— COS.B = g — g; >.. (Q 

^ cos.A cos.B sin. A sin.B cos. cl 
( 9 )...~ cos. C = g ^ 
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d'oii Ton tire 

R a cos. A-fR cos. B cos,. C 



cos. a 



«in.'B «in. G 



, R* cos. B-f-R cos. A cos. C 

cos. b = . ' , . — 

sin. A sin. C 

R* cos. C-f-R cos. A cos. B 

COS. C =S J— « 

sid. A sin. B 



..(C) 



Corollaire II. La valeur de cos. c, donnée par l'équa- 
tion (6) , étant substituée dans l'équation (4) , fournit la 
suivante 

cos.acos.*& . sin. a sin. b cos. b cos. C 

cos. a r= _ — _ + i 

R a n ' R 3 

' sin. & sine cos. A, 

laquelle , à cause de cos* b = R* — sin* b et du facteur 
commun sin b , devient 

R cos. a sin. £ — sin. a cos. A cos. C -f- 1^ sin. c cos. A. 

Prenant dans l'équation (2) pour sin. c sa valeur,.... 

sin. c = — L_ — ' — , et la substituant dans la dernière 
sur. A 

équation , on trouve 

(10)... cot. a sin. b = cot. A sin. C -f- cos. b cos. C 

çt par analogie 

(1 1)... cot. a sin. c = cot. A sin. B + cos. c cos. B ! 
(12)... cot. b sin. tf = cot. B sin. C -j- cos. a cos. C / ...(D). 
(i3)... cot. b sin. c = cot. B sin. A -f- cos. ccos. A j 
(14)... cot. csin. û = cot. Csin. B + cos. a cos. B| 
*(i5)... cot. c sin. b = cot. C sin. A + cos. b cos. A 

L'ensemble cfe ces équations comprend la solution de 
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toutes les questions de trigonométrie sphériqne + car elles 
donnent les quatre relations simples qui existent entre les 
six élémens du triangle spnenque. 

Le sptxrm (A) donne la relation entre deux cotes «t 
Jeux angles opposés, à ces côtés. 

Le sfsthxaf (B) donné k rétama entre les trois côtés et 
un angle. 

Le système (C), entre trois angles et un côté. 

Le système (D), entre deux côtés, et deux angles dont 
l'un est opposé et l'autre adjacent au même côté donné. 

Lorsque le triangle sphérique est rectangle , un des an- 
gles , l'angle A , par exetriple, est droit , et les premières 
équations des systèmes (A) , (B) , (C) et (D) deviennent 

(16)...... sin. a = R- — ^-. 

cos. b cos. c 
07) cos - a = r 

, qi ^ cot. Bcot. C ''" ^ 

/ (ro)...^. oosv <r ±£= -^ — « — g- 

. v. A ' cot. 5. cos. C 

0#- cot. tf SB R 

Lorsque l'angle G est droit , les premières équations des 
systèmes (C) et (D) donnent 

, v k sin. B cds. a 
(20) cos. A == 



* ' \ -a cot 

Ç21)*.... cot* A =s *— ^ 



B cds. a \ 

~ V 

a sin. b ( 



Les sfo équations (E) et (F) dbmient directement la so \ 
lution de tous les cas des triangles sphériques rectangles , 
et comblé elfes sontsous une formé commode pour l'emploi 
des logarithmes, on s'en sert communément dans la tri- 
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gonométrie , en décomposant tons les triangles en trian- 
gles rectangles par rabaissement d'une perpendiculaire de 
l'un des angles, sur le côté opposé. 

B sera bon de montrer l'identité des principes qui ser- 
vent de base à la trigonométrie rectiligne et à la trigono- 
métrie sphérkrae. 

Soient (Fig. i $3) ÀDIa tangente et ODla sécante de l'arc 
AB; soient AE la tangente et O E la sécante de l'arc AC. S» 
l'on désigne par a , b , ç , les côtés B G ^ AB , A C du trian- 
gle sphérique construit sur la surface d'une sphère dont 
le centre est O, et par A, B, C les angles opposés à ces 
cotés , le triangle rectiligne A DE dont nous -représente- 
rons le coté DE par x , donnera , en supposant O A = i , 
jr* = tang.* b -j- tang.* c— 2 tang. b X tang. c X cos. A; 
ie triangle ODE donnera de même 

a* =s sec.* b + séc* c — aséc, b X séo. c X ces. ay 

soustrayant la seconde équation de la première , et obser- 
vant que séc.* b •— tang.* b = 1 , on aura , réduction 
faite, 

t sin. b . ski. c . » cos. m • 

1 + 7 cos. A — » — - -- "«■ ■ " = , 

cos. b . cos. c cos. o . COS. c 



et par conséquent 

cos. a = cos. b cos. c + 8 in- b sin. c cos. A 
cos. b = cos. a cos. c + sm * a sm * c cos * B )>.•••••• («) 

cos. c = cos. a cos. £ -f- sin. a sin. 5 cos. C 



! 



La combinaison de ces trois équations donne la résolu- 
tion de tous les cas possibles de* triangle* sphérique*. 

Si de la premfëçe de ces trois équations , on tire la va- 
leur de cos A et qu'on l'introduise dans sin.* À = 1 — 
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cos.* A , on anra , après les réductions , 
sin. A = sin. a X 

r/j , c os.* g— cos.*i& — cos.»c+ 1 cos. a cos. & cos. c j; 

sin. a sin. 6 an, c 

que Ton désigne par M le facteur de sin. a , lequel est 
symétrique au moyen des sinus et cosinus des côtés a , 5, 
c y et on pourra écrire 

sin. A = Msin. a (i); 

les deux dernières équations (a) donneront par un calcul 

semblable , 

sin. B = M sin. £.'... (2). 

sin. C = M sin. c (3). 

On conclut de ces trois relations que les sinus des angles 

d'un triangle sphérique, sont proportionnels aux sinus des 

côtés opposés , propriété trouvée plus haut par une autre 

voie. 

Des équations (a) , on tire 

. cos. a — cos. b cos. c 
cos. A = 

•> COS. o — cos. a coe. c 1 ret s 
cos. B = _._ .._ >••• w 

cos. C 

Si entre la première et la troisième équations (a) , on 
élimine cos. c , on aura 

cos. A sin. c + cos. G sin. a cos. b = cos. a sin. h... (4); 

mais , d'après les équations (i)|, (2) et (3), on a 

sin. G 
sin. c = sin. a — — — : 
sin., A 



«in. b sin. c 




cos. b — cos. a cos. 


c 


sio. a sin. c 




cos. c — cos. a cos. 


b 


sin. a sin b 
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donc l'équation (4) devient 

cot. A sin. G -f- cos» G cos. b = cot. a sin. b$ 

d'ailleurs , d'après les relations (1) et (2) , 

... sin. b sin. B 
cot. a sin. b = cos a . = cos. a . 

sm. a «in. A y 

et conséquemment la dernière équation se transforme 
dans celle-ci 

cos. A sin. C = cos. a sin. B— sin. A cos. C cos. 4... (5); 

on trouvera pareillement 

cos. B sin. C = cos. b sin. A — - sin. B cos. C cos. a... (6). 

Eliminant cos. b entre (5) et (6) , on obtiendra 

cos. A = cos. a sin. B sin. G — cos. B cos. G \ 

et de même f 

cos. B r=s cos. b sin. A sin. C — cos. A cos. C Ç" 
cos. G = cos. c sin. A sin. B — cos. A cos. B J 

qui sont les relations (C) trouvées plus haut , en y faisant 
le rayon R= 1. 

Il est remarquable que le système (y) se déduit de (a) , 
et réciproquement , en écrivant A , B , C au lieu de a , b , 
c, et vice versa ^ les cosinus étant affectés dû signe né- 
gatif. 

Voyez un Mémoire de M. Lagrange ( sixième numéro 
du Journal de V École Polytechnique* ) 



H 
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CHAPITRE XIX 

De quelques propriétés des pyramides, «les prismes 
et des parallélipipèdes> des caractères d'égalité 
des prismes et des pyramides. 

DÉFINITION ET NOTIONS. 

I. On appejje solide polyèdre , ou simplement polyèdre 
tout solide terminé par des plans ou des faces planes , ces 
plans étant nécessairement terminés par des droites. 
On appelle en particulier tétraèdre, te solide qui a quatre 
faces; hexaèdre, celui qui en a six; octaèdre , celui qui 
en a huit ; dodécaèdre y cejui qui en,a douze. ^ icosaèdre , 
telui qui en a vingt. 

IL Le tétraèdre est le plus simnle de tous des polyè- 
dres ; car il faut au moins trois plans pour former un an- 
gle solide ; mais ces trois plans comprennent un espace 
indéfini qui ne peut être limité que par un quatrième plan 
transversal. 

m. L'intersection commune de deux faces adjacentes 
d'un polyèdre , s'appelle c$té ou arête du polyèdre. 

IV. On appelle polyèdre régulier celui dont toutes les 
faces sont des polygones réguliers égaux , et dont tous les 
angles solides sont égaux entre eux : ces polyèdres sont au* 
nombre de cinq. 

V* Les faces des polyèdres peuvent être des triangles, 
des quadrilatères , des polygones , etc. Nous examinerons 
successivement les. formes qui peuvent résulter de l'ar- 
rangement de toutes ces faces. 
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VI. Soit ( Fi g. 1 94 ) un triangle ABC situé* dans le plan 
de la planche ; si Ton mène par les côtés AC et BC et au- 
dessus du plan ABC, deux plans qui se coupent, et par AB 
un plan qui coupe ceux-là , on aura un tétraèdre qu'on 
Homme encore pyramide triangulaire , et dont l'angle so- 
lide S est le point le plus élevé au dessus de la face ABC. 
Nous nommerons basé ce triangle ABC sur lequel la py- 
ramide semble appuyée j sqmmet, le point S le plus éloi- 
gné de cette basé; et hauteur , la distance du point S à la 
base. Prenons un quadrilatère ABCD pour base (Fig. i 96) ; 
on peut faire passer par les côtés AB , BC , CD et AD des 
plans, et les disposer de manière qu'ils se coupent tous au 
dessus du plan de la base. En fermant ainsi par un plan trans- 
versal , un angle solide S quintuple , sextuple , etc. , on aura 
une pyramide à cinq , six , etc., faces , non compris la base. 

VII. Si ( Fig. 1 96 ) les plans que Ton Eut passer par les 
côtés de la base ABC, étaient tellement disposés que leurs 
lignes d'intersection Aa,Bb, Ce fussent parallèles , il n'y 
aurait plus de point de concours S , et pour fermer le po- 
lyèdre , il faudrait mener un cinquième plan abc qui Cou- 
pât les trois plans illimités; ce qui , au lieu de faces trian- 
gulaires , en donnerait de quadrilatères qui se changeraient 
en parallélogrammes , si le plan abc était parallèle à la base 
ABC (Fig. 197 ). Il en serait de même dans le cas ou la 
base serait un polygone de plus de trois côtés. Ces sortes* 
de polyèdres formés par des parallélogrammes et par des 
bases opposées parallèles , se nomment prismes. On remar- 
quera que les bases supérieure et inférieure d'un prisme , 
sont des polygones égaux , comme formés de côtés égaux , 
parallèles et dirigés dans le même sens (XIV. théo- 
rème XVHI ). Un prisme est triangulaire , quadrangu- 
laire y pentagonal, hexagonal, etc. , suivant que sa base 
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est un triangle , un quadrilatère , un pentagone , un hexa- 
gone, etc. Dans la pyramide (Fig. 194, ig5) on nomme 
faces latérales les triangles qui aboutissent au sommet S; 
dans le prisme (Fig. 197 ) les faces latérales sont AB ba f 
BCc&, ACca.Onpeut encore concevoir un prisme (Fig. 197) 
comme engendré par une droite a A qui se meut en restant 
continuellement parallèle à sa première position , et de 
même longueur , et dont l'extrémité A décrit le triangle 
ABC , ou tout autre polygone ABCDE qui sert de base 
(Fig. 198). 

VIII. Si on coupe une pyramide ( Fig. 1 94) par un plan 
qui enlève son sommet ou qui retranche une pyramide Sabc ; 
le corps restant ABC abc est nommé tronc de pyramide. 
Si on coupe un prisme par un plan incliné à la base , le 
corps restant tel que ABC abc (Fig. 196), se nomme tronc 
de prisme. 

IX. Le prisme qui a pour base un parallélogramme, 
( *Fig. 1 99 ) a toutes ses faces latérales parallélogrammiques $ 
il s'appelle parallélipipede 2 les bases ABCD, abcd 
sont égales (déf. VII). Le parallélipipede est droit , 
lorsqu'une arête A a est perpendiculaire au plan 
de la base Ac ; il est rectangle et conséquemment droit , 
lorsque toutes ses faces sont des rectangles; parmi les pa- 
rai lé lipipèdes rectangles, on distingue le cube ou hexaèdre 
régulier, compris sous sïtl carrés égaux. 

X. Un prisme est droit , lorsqu'une arête est perpen- , 
diculaire sur le plan de la base, et alors toutes les faces 
latérales sont perpendiculaires sur la base. 

XI. La diagonale d'un polyèdre , est la droite qui joint 
les sommets de deux angles solides non adjacens : telle est 
2a ligne Ac (Fig. 199). 

Remarque. Dans les pyramides, la face nommée base 
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sera toujours dans le plan de la planche , et l'angle solide 
désigne par S ou s , sera au-dessus de ce plan , c'est-à- 
dire , dans l'espace : en sorte que les faces latérales sont les 
triangles entre S ou s et deux sommets consécutifs des 
angles de la base , et les arêtes sont les droites situées dans 
l'espace , qui joignent S ou s avec les angles de la base. 
Dans les autres polyèdres , nous supposerons toujours une 
face dans le plan de la planche , laquelle sera nommée 
base y en sorte que toutes les arêtes , à l'exception des cotés 
de la base , seront dans l'espace : les arêtes ponctuées sont 
celles qui sont cachées par les faces antérieures du polyèdre. 
Il sera donc facile de se représenter toutes les parties cons- 
tituantes d'un polyèdre. 

THEOREME PREMIER. 

Si dans une pyramide triangulaire, la base ABC est un triangle 
équilate'ral, et si les angles à la base dans les triangles SAB, SAC, 
SBC dont le sommet est S, sont égaux, i°. I«s trois arêtes SA , 
SC > SB seront égales; 3°. la hauteur de la pyramide passera par 
le centre de la base. ( Fig. 200 ). 

i°. Les triangles SAB, SBC, SAC étant isocèles, 
les arêtes S A , S C , SB seront égales. 

2 . Si l'on joint le pied H de la hauteur SH, aux 
points A, B et C, les triangles rectangles S AH, 
SCH , SBH sont égaux , et donnent AH = BH = CH , 
en sorte que la perpendiculaire tombe au centre de la 
base ou du cercle circonscrit au triangle ABC. 

Corollaire. Les angles linéaires SAB, SAC, SCA, 
SCB, SBC, SBA étant égaux, les angles trièdres A, 
B et C sont égaux, et les faceys ASB, ASC , BSC sont , 
également inclinées sur la base ABC ( XVI. théor. III), 
et comme aussi les trois angles linéaires autour de S 
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sont égaux , les angles entre les faces ASB,BSC,ASC 

sont égaux. 

Remarque I. Nous nommerons pyramide droite celle 
qui remplit les conditions ci-dessus , et pyramide oblique , 
celle qui ne les remplit pas. 

Remarque IL Si du sommet S on abaisse sur les cotés 
AB, BC, AC des perpendiculaires SI, SK, SL, qu'on 
nomme apothèmes, et qu'pa joigne le point H aux points 
I, K, L, les angles S1H, SKH, SLH mesureront les 
inclinaisons des faces latérales sur la base ABC ( XIV. 
théor. VI et XV, théor. I). 

Remarque III. On peut étendre ce théorème à la py- 
ramide à base polygonale et régulière dont tous les 
angles à la base , dans les faces latérales, sont égaux. 

théorème u* 

Dans tout parallélipîpède , les faces opposées sont égales et parallèles. 

(JFïg. aoi ). 

Suivant la définition IX , les bases ABCD , EFGH sont 
des parallélogrammes égaux ; il reste donc à prouver que 
la même chose a lieu pour deux faces latérales opposées, 
telles quft AEHD , BFGC. Or AD est égale et parallèle 
à BC , A£ est égale et parallèle à BFj donc l'angle DAE 
est égal à l'angle CBF, et le plan DAE parallèle à CBF 
(XÏV. théor. XVIII )y donc ( Ul. théor. UÇ) le parallélo- 
gramme DAE H est égal au parallélogramme ÇBFG. On 
démontrera de même que les autres faces paraUélogram- 
xniques opposées sont égales et parallèles. 

Corollaire* Puisque le parallélipipède est un solide 
compris sous six faces dont les opposées sont égales et 
parallèles , il s'ensuit qu'une face quelconque et son 
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opposée peuvent être prises pour les bases du parallélé- 
pipède. 

Remarque. Étant donnée trois droites AB, AE > AD 
passant par un même point A » et faisant ebtf e elles de* 
angles donnés , on peut > enf Ce» trois droites? oottstruire 
un parallélépipède } il faut pour cela mener par l'extré- 
mité de chaque droite un plan parallèle an pkm des deux 
autres, savoir , par k point B » un plan parallèle à DAE; 
par le point D, un plan parallèle k BAE, et par le 
point E , tm pian parallèle il BAD. Le* rencontres . mu- 
tuelles de cas plan! formeront k parldkbppède demande* 

ttfioKéw* îtu 

1°. Dans tont paralîelipïpéde, les angles trîêdres cfiagofiatemerit opposa 
sont symétriques Tan de l'antre $ a°. les diagonale* tàeùéèi |>ar le* 
sommeu de ces angles , se coupent mutuellement en deux parties 
égales. (Fig- aoi). 

i d . Comparons l'angle SOKdé A âfsfctt vppôié G î Pàngle 
EAB égal à EFB (III. théor.V), est aussi égala HGÇ: Pangle 
DAE=DHE=CGF, et l'angîe OAB=DCB~HGF; 
donc les trois angles linéaires qui forment Pangle solide A, 
sont égaux, ehacim à cliaeun , tftf* tro& angles tméan*«» quï 
ferment l'angle solide G ; mafe 4i Yéfi |H*o*6nge lés'lteil 
arêtes qui aboutissent âtt sommet G, tm fermera un 
angle trièdre symétrique dé G ( XTL th. îïl, femVlIIjf, 
et avec lequel Pangle solide A ce4ncide?a>, ptfttqu$ lés 
trois angles linéaires autour dé' A et de Popposéde G* 
seront égaux et disposes dé la même manière ( XVI. théo* 
rèmeHI, rem. f >. # 

2°. Imaginons 1 deux diagénalés- quelconques AG, GE 
menées par des sommets disposés A et G, G et EJ 
puisque lé coté AE est égaP et parallèle à CG, la figuré 
AEGC est un parallélogramme; donc les diagonales 
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AG, CE se couperont mutuellement en deux partie* 
égales (III. théor. Y). Mais la figure AD G F est aussi un 
parallélogramme dans lequel les diagonales AG , DF se 
coupent également : donc la diagonale DF passe par le 
point d'intersection O de AG et CE ; donc les quatre dia- 
gonales AG, CE, DF, BH se coupent mutuellement en 
deux parties égales et dans un même point. 

Remarque. Dans le parallélipipède rectangle, les 
diagonales E G r F H , AC et BD seront égales, ainsi que 
AG , CE , DF et BH , dont l'intersection donne le point 
O qui se trouvant alors également distant des som- 
mets de tous les angles polyèdres ,_ deviendra le centre 
d'une sphère passant par les sommets des huit angles trie* 
dres du parallélipipède. 

THÉORÈME IV, 

Deux prismes sont eganx et peuyent èlve superposes, lorsqu'ils ont un 
angle tiièdre compris entre trois faces respectivement égales et 
semblablement place'es. ( Fig. 302 ). 

Soient la face AU = A'H', la face AF == AT, et 
la base AD = A'D'. Concevons le prisme A'K' trans- 
porté dans le prisme AK , de manière que les- bases 
AD , A'D' coïncident. Comme les trois angles linéaires en 
A sont respectivement égaux aux trois angles linéaires en 
A', et comme de plus ils sont semblablement disposés autour 
<îe A et A', ces angles trièdres seront égaux et coïnci- 
deront, et par conséquent : , le côté A' G' tombera sur 
son égal A G ; mais aussi £'H' tombera sur GH , et G'F* 
sur G F , ce qui résulte de ce que par le point G' qui est 
en G , on ne peut mener dans la face A H qu'une seule 
parallèle GH à AB, et dans la face A F qu'une seule pa- 
rallèle GF à A E : donc les ba$es supérieures d'ailleurs égale* 
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tentre elfes, n'en feront qu'une. Or les sommets de tous les 
angles solides des deux prismes étant confondus , les deux 
prismes n'en feront qu'un. 

Remarque I. On peut dire que deux prismes sont 
égaux et peuvent être superposés , i°. lorsqu'ils ont un 
angle trièdre égal compris entre trois faces respecti- 
vement égales; 2°. lorsque la base étant égale de part 
et d'autre, ils ont de plus trois arêtes contigucs égales , 
semblablement placées , et également inclinées entre 
elles» Car, i°. l'angle trièdre A ne peut être égal à 
l'angle trièdre À', de manière à ce qu'il y ait coïnci- 
dence , sans que les trois angles linéaires autour de A 
et de A' ne soient semblablement placés , ainsi que les 
faces égales qui 4es contiennent(XVI.théor.III, rem. IV): 
donc alors les trois faces autour de A sont égales aux trois 
faces autour de A', et de phis elles sont semblablement 
placées dans les denx prismes : on rentre donc dans le 
théorème auquel revient encore l'énoncé 2°. 

Remarque II. Les deux prismes peuvent être encore 
superposés , lorsqu'ils ont une base égale, et une face 
égaie également inclinée sur cette base. Car la base 
A'D' peut êlre placée de manière à coïncider avec la 
base AD; de plus, les faces A'H' et AH étant égale- 
ment inclinées , et dans le même sens , sur A'D' et AD, 
et de plus égales , ces faces se couvriront , ainsi G' tom- 
bera en G, et H' en H : mais comme y par la droite 
GH, on ne peut mener qu'un seul plan parallèle à AD, 
la base G'K' sera dans le plan de GK, et coïncidera 
avec la base GK, en observant que, d'après la définition , 
les deux bases supérieure e% inférieure d'un prisme , sont 
<Jes polygones égaux. 

Remarque III. Si les prismes sont droits, il suffira, 
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pour l'égalité, qu'ils aient des bases et des hauteurs égales t 
car ayant le coté A'E' = AE , A'B' = AB , et la hauteur 
A'G'= AG , les deux rectangles AF et A'F, AH et A'H' 
sont égaux 5 ainsi les trois faces qui forment les angles solides 
A et A', sont égales. 

théorème y. 

Deux py? amides S A B C D , S' À'B 'C D' sont égales , si elles ont un 
angle trièdre A et À' compris entre trois faces égales chacune 
a chacune , et semblablement disposées. (/*%. ao3 ). 

Il résulte des conditions énoncées, que les angles 
triëdres en A et A' sont égaux de manière à coïncider : 
ainsi, après avoir posé les deux bases l'une sur l'autre, 
l'arête A' S' prendra la direction AS , et comme d'ail-» 
leurs la première arête est égale à la seconde , le sommet 
S' tombera en S : les deux pyramides ayant les mêmes 
sommets , n'es feront qu'une. 

Remarque* U est clair que cet énoncé revient à ceux* 
ci : deux pyramides sont égales, i°. lorsqd ayant des 
bases égales , elles ont une arête égale , également inclinée 
à Pegard des deux côtés contigus de la base; a°. lors* 
qu'avec des bases égales , elles ont une face égale et éga- 
lement inclinée sur ces bases* 

THÉORÈME VI. 

Dans tont prisme, lés sections faites par des plans parallèles aux 
bases, sont des polygones égaux ans $Mes et consequemmcnt 
eganx entre emu ( Fig. ao4 ). 

Car les cotés NO et AB, OP et ÉC, PQ et CD 1 , etc. , 
sont égaux eomme parallèles entre parallèles qui sont les 
arêtes du prisme j d'une autre part, lés angles NOPet ABC, 
OPQ et BCD, etc., sont égaux, comme formés par des 
parallèles dirigées dans les mêmes sens : donc les deux 
polygones NOPQR et ABCDEsont égaux. 
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THÉORÈME VH. 

Si nne pyramide est coupée par un plan parallèle à sa base, i e . les 
côtes SA , SB , SC , etc. et la hauteur SO , seront dmses propor- 
tionnellement ena, byCy etc. et o j a°. la section abed sera vm 
polygone semblable à la base ABCD. ( Fïg. aô5 ). 

i°. Les plans ABCD, abcd étant parallèles, leurs 
intersections AB, #/?, par un troisième plan SAB, seront 
parallèles } donc les triangles SAB, Sab sont semblables s 
il en sera de même des triangles SBC et S bc } des triangles 
SCD et Scd , etc. , et on aura la suite de rapports égaux : 

S A : Sa =cSB i sb = SC >«!*= SB : Sd 
Donc tous les côtés SA , SB , S C , etc. , sont coupés pro- 
portionnellement eflâ,^«, etc. La hauteur S O qui est 
une perpendiculaire sur le plan ABCJ) , rencontrant le 
plan parallèle abcd en o, le plan SOA coupera le plan 
abcd suivant oa parallèle k OA 7 <Foii rAulte la pro- 
portion 

SA: Stf^SQ ; £<?, 

2 . Puisque ab est parallèle à AB, 6c à BC, cd à 
CD, etc., l'angle abç ^= ABÇ f £cd = BÇD, ete. s 
d'ailleurs 

AB : ab=zSBz S5= BC : &=SC : Sc = CD : crf, etc. 

Ainsi les polygones o^c^^ARCIJ^antlesanj^es.é^igç 
chacun à chacun, et les CQtés autour 4e ces, ang^s, pro- 
portionnels , sont semblables,. , 
. Corollaire . Soient ÇABCD , &£Tf ft ( £fe\ ,-wS) **»* 
pyramides dont le sommet Se# commun, et; 4o#t les.ba,se^ 
sont sur un même plante sorte qu'elle* ont même hauteur : 
%\ on les coupe par u^meme plan parallèle au plan des 
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bases, et que abcd soit k sectîoB faîte dans une pyra- 
mide , xjrz la section laite dans l'antre , chacune de ces 
sections sera semblable à la base ; ainsi les denx polygones 
ABCD, abcd étant semblables, leurs surfaces seront entre 
elles comme les carres des cotes homologues ÀB, ab 
(VAL théor. XVU), mais à cause de 

AB i ab =. SA : Sa, 
on aura 

ABCD : abcd = Si* : SÏ*i 

par la même raison 

XYZ i xyz = S* : S?, 
et comme abede, xjrz sont dans un même plan, les 
triangles SAX, S ax sont semblables, et conséquemment 

SA : Sa = SX : Sx; 
donc 

ABCD : abcd = XYZ : x/s. 

Si les bases ABCD, XYZ sont équivalentes, ks sections 
abcd, xjrz le seront pareillement. 

THÉORÈME YIIÏ. 

L'aire d'un prisme, non compris êcm denx bases, est le produit d'une 
arête par le périmètre d'une section qui loi est perpendiculaire. 
(/%. ao6). . 

L'aire d'un prisme est la somme des aires des parai' 
lelogrammès qui le composent : en coupant le prisme 
AH par un plan abc , etc. , perpendiculaire à rareté AF , 
ce plan sera perpendiculaire à toutes les arêtes ; donc réc£-> 
proquement les côtés de la section abc y etc., seront les 
hauteurs des parallélogrammes AG, BH , CI, etc., et l'aire 
sera = AF ( ab + bc + cd + de+ea ). 

Corollaire. Si le prisme est droit, l'aire, distraction 
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faite des bases , est le produit du contour de la base par 
une arête. 

Remarque. Il sera facile de trouver la surface d'une 
pyramide droite ou oblique , y compris sa base. 

CHAPITRE XX. 

Des polyèdres semblables* 

DÉFINITIONS. % 

Deux polyèdres sont semblables, lorsque tous les angles 
polyèdres sont égaux chacun à chacun , et que les face* 
homologues ou semblablement placées sont semblables. 

THEOREME PREMIER. 

Deux pyramides triangulaires sont semblables, lorsqu'elles ont leurs 
angles polyèdres respectivement égaux. ( Fig. 307 ). 

, Soient les deux pyramides triangulaires S ABC , saie, 
tels qu'on ait angle S = s , angle A =2 a , angle B = £ , 
angle C = c : il s'agit de voir si de ces égalités, on peut 
déduire la similitude des faces , puisque la similitude exige 
ces deux conditions. 

Concevons la pyramide sabc placée dans la pyramide 
S ABC de manière que l'angle polyèdre s se confonde 
avec S , ce qui est possible , et supposons que les points 
a, bj c tombent en A', K, C' : on aura ainsi une pyra- 
mide S A'B'C égale à la pyramide sabc (XIX. th. V ) : en 
sorte qu'il suffit de prouver que la pyramide SA'B'C'estsem- 
blable à la pyramide SABC. Par construction, l'angle A'=a , 
l'angle B' = £, et l'angle C' = cj donc les angles li- 
néaires en A , B , C sont respectivement égaux aux angles 
linéaires en A', B', C - } d'où l'on conclut que les faces S AB 
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et SAV on saBySBC et S&G ou éhc, SAC et ShïCotisac, 
ABC et AT^'C ou abc sont semblables; conséquemmént lei 
pyramides S ABC , tâfc ont les angle? trièdres égaux et 
les faces homologues semblables. 

Remarque. Ainsi , dans ces deux pyramides , l'égalité 
des angles solides emporte la similitude des faces ; ainsi 
qu'on a yu à l'égard de deux* triângîes , que l'égalité des 
angles emportait la proportionnalité des côtés ( VU. th. IV , 

et coroll. ) 

îùÉoâifcE n. 

Dfcttx pyturièèè OîÂttgÉléifé* sont semtfaMet, lorsqu'elles sont com- 
posées dé faces sembkUcsyet semMaMemeiit disposées. (Fig. 207). 

Dans ce cas, les angles linéaires qui composent les 
angles trièdres, étant respectivement égaux, et disposés 
4e la même matière, lès angles trièdres sont égaux, et 
les pyramide^ sont semblables ( théor. I ). 

Remarque!. La similitude dès faces , y compris les 
bases , âur* lieu , si les angles linéaires autour de s , par 1 
exemple, éten>respe<^vémént égaux aux angles linéai- 
res autour dé S , et sémbîablemént places dé part etf 
d'autre , les côtés qui les forment , sont proportionnels. 
Ainsi deux pyramides triangulaires sont encore sembla- 
bles, lorsque les angles* linéaires autour de deux angles 
trièdres , sont égaux et sembtablement disposés, et que les 
arêtes qui aboutissent à ces angles, sont proportionnelles. 

Remarque XI. Deux pyramides sont encore sem- 
hlables , lorsque les angles trièdres de ha base, en même 
nombre , sont égaux chacun à chacun ; car les angles li- 
néaires autour des angles trièdres A et «r, B et £, C et c, 
étant égaux , les angles linéaires autour de S et s seront 
égaux et semblablement disposés , en sorte que tous les 
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angles triedres seront égaux dans les pyramides qui seront - 
semblables ( théor. I ). 

THÉORÈME III. 

i°. Deux pyramides polygonales semblables, peuvent toajonrs set 
décomposer en nn même nombre de pyramides triangulaires senv* 
blables et disposées dans le même ordre ; et a°. réciproque- 
ment, deux pyramides composées d'un même nombre de pyramides 
triangulaires semblables arrangée* de la même manière dans eba* 
cune, sont semblables. (/%. »o8). 

i°. Soient SABGDE, smBcdâ deux pyramides pen- 
tagonales semblables , et dont les bases ont conséquem- 
teent h même nombre de côtés : si par lies sommets Â 
et a de deux angles égaux dans les deux bases , on 
mène des diagonales AC, AI>, ac 9 tid 7 et que par 
les sommets S et * , et par ce» diagonales on fasse pas- 
ser de» plans, on décomposera chaque pyramide en 
autant de pyramides triangulaires qu'il y a de trian- 
gles dan» la base ; or il résulte de k similitude des 
deux pyramides toUies; que l'angle triedre B = B 9 
et que SB : sh = BA : btt = BCrfc; d'où l'on 
conclura ( ttafor. II , rem. I ) la. similitude des py- 
ramides triangulaire» S ABC , sàbc % ainsi que l'égalité 
des portion* des- angle» trièdres en S et s 9 comprises 
âaàs ces. d&ux pyramide»; mais puisque Fangle triedre 
total C = c, et que l'angle triedre G entre les trois- 
faces SCA, SCB, BCÀ est égal à son correspondant 
, entre les trois face» sca, seb, bca, on aura en- 
core l'angle triëdre G entre lès trois faces SCD, 
SCA, AGD égal' à Fangle triedre e correspondant; de 
plus on a la suite de rapports égaux SC : se =i 
GA : ca = CD x cd) par conséquent la pyramide par» 
tielle SACD est semblable à la pyramide sacd ( théor. II, 
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rem. I). En continuant àe la même manière, on prou- 
verait la similitude des autres pyramides partielles. C'est 
ainsi qu'à l'égard de deux polygones semblables , on a 
démontré qu'ils étaient décomposables en un même nom- 
bre de triangles semblables et semblablement arrangés 
(VIL th. XVI). 

2°. Il s'agit de prouver que les angles polyèdres sont 
respectivement égaux, et que les faces homologues sont 
proportionnelles. Or l'égalité des angles polyèdres est 
évidente , puisque ces angles sont composés des angles 
trièdres égaux des pyramides triangulaires. Quant à la 
similitude des faces, elle est aussi évidente, puisque 
des angles trièdres égaux ont leurs angles linéaires égaux, 
d'où résulte la similitude des faces. 

Remarque I. Lorsque l'on coupe une pyramide S ABCDE 
par un plan âBcdé parallèle à sa base [Fig. 208 (à)], 
on en détache une pyramide dont tous les angles 
trièdres sont égaux , parce qu'ils sont formés d'angles li- 
néaires égaux, et dont les feces sont semblable* à celles 
de la première pyramide : on en conclura donc que 
deux pyramides polygonales sont semblables y lors- 
qu'elles ont l'angle polyèdre du sommet , égal de part 
et d'autre, et les faces autour de cet angle, sem* 
blables, ou les arêtes qui aboutissent à cet angle, pro- 
portionnelles. 

Remarque IL On déduira bien facilement de ce qui 
précède que deux pyramides polygonales sont encore sem- 
blables , lorsque leurs angles polyèdres , en même nombre, 
sont respectivement égaux ; lorsqu'elles ont lemémenombre 
de faces semblables et semblablement disposées, ou enfin, 
lorsque les angles trièdres des bases, en même nombre, 
dans les deux pyramides , sont respectivement égaux. 
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THÉORÈME IV. 

i°. fienx prismes triangulaires semblables sont composes d'un mém* 
nombre de pyramides semblables, et semblablement disposes ; a , ré- 
ciproquement deox prismes composes d'un même nombre de pyra- 
mides semblables , et semblablement disposées , sont semblables» 
{Ftg. 209). 

i°. Si nous menons un plan par les points D, À, C, et 
un autre par les points D, À, E, nous décomposerons le 
prisme AE en trois pyramides triangulaires DABC, 
DAFE, DACE, la lettre du sommet étant toujours la 
première : et en opérant de la même manière sur le 
prisme ae , nous le décomposerons en trois pyramides 
aussi triangulaires dabc, dafe y dace ; il s'agit donc 
de démontrer la similitude de ces pyramides; Considé- 
rons les pyramides homologues DABC , dabc : les faces 
DAB et dab , DBC et dbc, ABC et abc , étant sem- 
blables , d'après la similitude des prismes , il reste à dé- 
montrer la similitude des faces DAC, dac : or les trian- 
gles ABC et abc , ABD et ahd, BDC et h de étant 
semblables, on a AC : ac = AB : ah = AD : ad ; 
AC : ac = BC : bc = DC : de : donc AC : ac == 
AD : ad ssDC : de : donc les pyramides partielles 
DABC et dabc sont semblables. On démontrerait de 
même la similitude des pyramides D AEF , daef, et celle 
des pyramides D A C E , da c è. 

2, . On a d'abord l'angle trlèdre B = b , d'oii on con- 
clut ABD = a bd, DBC -sc= dbc, ABC =abc; et de 
plus , d'après la similitude des deux pyramides DABC , 
dabc, on a 

AB : ab c= BC : bc =s AC : ac = BD : bd = 

ADiadz=zÇD:cd (\)z 

i5 
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la similitude des pyramides .DAFE, dafe, donne . 

DAirffl = DFi df*= DE làe s? PE ife =» 

et de la similitude des pyramides D A CE, daoe , on 
déduit 

DA : dh «DE * tf e *=±z AE t <re ±a EC^ ec = 
' . DC :<fc= AC:ac.i....(3) 

Or les. deux triangles A BD et ahd ayant un angle 
ABD sss aBd entre deux cotés proportionnels (i), et les 
deux triangles AD.F et a*//* ayant leurs trois côtés pro- 
portionnels (2), la face ABDF est semblable à la face 
û^4^- (VU. theor. XVI , a°) : on conclurait de la même 
manière la similitude des faces BCED, bced ; d'ailleurs 
les triangles ABC , abc ont aussi un angle égal ABC = 
abc entre cotés proportionnels (1), et il en est de même 
des triangles FDE,y<ie, parce gue les deux bases d'un 
prisme sont égales : ainsi les deux prismes ont toutes leurs 
facçs homologues semblables et semblablement disposées, 
d'où résulte l'égalité des angles linéaires qui forment les 
angles trièdrês , et consequemment celle de ces angles. 
Ces deux prismes ayant les angles trièdrês égaux ,et les 
jfaces homologues proportionnelles , sont semblables 
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THÉORÈME V. ' * 

1*. Deux prismes quelconques semblables sont composas «Tan même 
nombre de pyramides semblables et semblablement disposées; 
3°. réciproquement, deux prismes composes d'an même nombre de 
pyramides semblables, et semblablement disposées, sont sem- 

. niables. (Fig* a 10). ' • - > * 

i°. Soient les pnsme*«eml>làbles ABC DEFGHIK, 
ubcdefghik : si on mené les diagonales BE, BD, HG, 
HKj be, bd, kg, hk,î& yl**s BEGH, BDKHj 
begh, bdkh diviseront ces deux prishies eh autant de prismes 
triangulaires homologues qu'il y à de côtés moins deux 
dans chaque base; ; t / < 

D'abord les prisme* ABEFHG : , àbbfhg, ainsi que 
les prismes BCDHIK, hedhik ëtdht composés chacun 
de deux faces latérales homologues dès deux prismes 
donnés, et leurs bases étant des triangles homologues 
des bases des mêmes prismes , seront semblables , si les 
troisièmes faces BEGH et Begh , BDKH et Bdkh sont 
semblables, parce qu'alors les faces semblables, étant dkr 
posées de la même manière, les angles triëdres devien- 
dront égaux; Menons les diagonales BG et bg : comme les 
triangles BEA et bea, ainsi que 1er faces AG, ag sont 
semblables, on a une suite de rapports égaux, qui com- 
prend la proportion BE : be === EG : ëg) si l'on 
transporte le Second prisme su* le premier,' de ma- 
nière que le point e tombe en E, que le côté èa 
tombe suivant E A et ensuivant ED , ce qui est possible, 
puisque les angles triedres E et e sont égaux , Faréte eg 
tombera sur EG , et comme les triangles AEB, àeb sont 
semblables > la diagonale ensuivra la direction EB ; d'où 
l'on conclut Pégahté des angles beg , BEG, et par con- 
séquent la similitude des fèces Çeg , BEG'; ainsi que 
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celle des faces Begh , BEGH. On prouverait de la même 

manière la similitude des faces BDKH , Bdkh, 

Ainsi les prismes triangulaires homologues ABEFHG 
et ahefhgi BCDHKI et bcdhki sont semblables cha- 
cun à chacun^ et comme les prismes restàns EBDGHK. , 
ebdghk sont aussi composés de faces homologues sembla* 
blés , et semblablement disposées , ils sont aussi sembla* 
blés. Mais deux prismes triangulaires semblables étant dé* 
composantes en trois pyramides triangulaires semblable» 
chacune à chacune, on est ramené à l'énoncé i°. 

Remarque. Après avoir établi la similitude des prismes 
triangulaires A G et ag, on les retranche des prismes 
entiers , et les prismes restans sont encore semblables ; 
d'après cette considération, on prouve de proche en 
proche la similitude des prismes triangulaires. 

2 . Cette réciproque se démontrerait comme la préceV 
dente. 

THÉORÈME VI. 

1°. Si deux polyèdres sont composes d'un même nombre de pyra- 
mides semblables , et arrangés de la même manière , Us sont sem- 
blables. a°. Deux polyèdres semblables sont composes d'an même 
nombre de pyramides semblables et semblablement disposées. 
{Fig. au). 

i°. Les faces des deux polyèdres sont semblables, 
comme étant des bases et des faces des pyramides sem- 
blables constituantes : en outre les angles polyèdres sont 
égaux , comme étant formés des angles trièdres égaux des 
mêmes pyramides. 

a°. D'abord les faces homologues des polyèdres , étant 
semblables, seront décomposables en un même nombre 
de triangles semblables et semblablement disposés : joi- 
gnant deux sommets polyèdres égaux dans les deux po? 
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Iyèdres, aux sommets de tous les autres angles par des 
droites , on aura décomposé les deux corps en pyramides 
triangulaires dont les bases seront les triangles semblables 
dans lesquels on a décomposé les faces des polyèdres : 
or ces pyramides seraient semblables , si les distances de 
chacun de deux angles solides homologues égaux à tous 
les autres , étaient proportionnelles. C'est donc ce qu'il 
s'agit de démontrer. 

Soient HA, HB, HC, ha,hB, hc les distances de 
deux angles solides égaux H et h aux trois sommets \e% 
plus voisins dans les deux polyèdres A K , a X {*) : en me- 
nant un plan par les diagonales HA et HC, et un autre 
plan par les diagonales ha et hc , on détachera les py- 
ramides H ABC , h abc qui ayant l'angle trièdre B = £, 
et de plus les trois arêtes contiguës HA, AB, BC pro- 
portionnelles aux trois arêtes homologues ha, aB, Bc f 
seront semblables (thèor. IflL Rem. I) , et donneront la 
mite de rapports égaux 

HA : ha = HC : Ic=AC;ûc = AB : aB\ 

mais les polyèdres qu'on obtient après la suppression de ces 
deux pyramides , sont encore semblables; car les faces 
triangulaires AHC et ahc, H AG et hag 9 HCI et hci 
sont semblables , et les autres sont celles des polyèdres pri- 
mitifs; d'ailleurs les angles solides restons en A , C et H sont 
égaux aux angles solides restons en a, c et h. Si main- 
tenant on fait passer par les points H AD , h ad deux 
plans, on aura les pyramides HACD, hacd, dont les 
angles trièdres en C et c entre les faces HCA, BCD, ACD, 
hca, hcdet acd sont égaux et formés par trois arêtes 
CA, CH, CD, ca, ch, cd proportionnelles, en sorte 

(*} 1Sous n'avons représenté que l'un des deux polyèdre 
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que les droites HD et useront dans le rapport des antre* 
arêtes homologues des deux polyèdres. De cette manière , 
on aura toujours deux pyramides triangulaires ayant un 
angle triedre égal entre trois arêtes proportionnelles , les-' 
quelles sont semblables (théor. II, rem. I). En décompo- 
sant les faces CL et c/, DK et dh y EG et eg y etc., en 
triangles qui servent de bases à autant de pyramides ayant 
H et h pour sommets, on prouvera de même la simili- 
tude de ces pyramides. 

CHAPITRE XXI. 

. Des volâmes et des rapports entre les volumes. 

DÉFINITIONS. 

Xj e volume d'un polyèdre , est cette portion de l'espace, 
comprise entre les faces du polyèdre , ou limitée par l'en- 
veloppe du polyèdre. 

TRÏonàME PABMIEB. 

Lt Yolnnte d'an paraOdîpipède rectangle , est égal ara produit des 
trois arêtes conlignè* à an même angle solide. ( Fïg. 21a ). 

- Nous' prendrons pour unité de volume des corps, celui 
d'un cubes et parmi les cubes nous choisirons celui' qui 
a pouf côté l'imité 'linéaire, et dans lequel on retrouve 
l'unité superficielle , Front*' d'angle' linéaire et l'unité 
d'angle solide. ; * 

- Si l'on mesure les deux arêtes 1 ÀB et AD avec le 
coté- du : cube , - et qu'on obtienne pour quotient p et q\ 
le produit pq indiquera ^e nombre de fois* que la base 
du .cube, qui est l'unité de-surface ^-e&t- contenue dans 
celle du parallélipipède proposé P, et conséquemment 
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aussi lé nombre de fois que le volume du cube est con- 
tenu dans un parallélépipède rectangle Y ayant. ABC D 
pour base , et pour .hauteur l'unité linéaire : mesurant 
ensuite l'arête AE avec la même unité linéaire , le quc-i 
tient r indiquera le nombre de fois que le volume de P* 
est contenu dans le volume de P j donc on aura 

P=rF5=i r X rpq 7 . 

i r indiquant l'unité de volume, et r, p> q étant des 
nombres abstraits. C'est ce qu'on exprime abréviative- 
xnent en cette manière 

P = ABxAI>XAE. 

Remarque, Cette proposition sera encore vraie dans 
le cas ou les arêtes du parallélipipede P , seraient incom- 
mensurables entre elles ; car supposons que l'unité li- 
néaire mesurant exactement AD et AE ne mesure 
exactement que la portion AI de AB, en sorte que le 
reste IB soit moindre que cette unité; En désignant par 
P le volume défini par les arêtes AB, AD et AE, et 
par P 7 le volume défini par les arêtes AI, AD et AE, 
par S l'excès* de P sur P' et par 7 la différence IB qui 
peut être rendue aussi petite qu'on voudra et qui varie 
avec l'unité linéaire } on aura les deux égalités 

p + p' + * '.l ''','■' ' ; ,. 

V = AI + AD X AÈ,= AB X AD X ÀE — 
, , 7 xADx AE, 

après avoir remplacé dans la dernière AI par AB — • y 5 
donc en écrivant P — f~ pour F dans* la seconde éga- 
lité, et ajoutant ^ de part et d'autre, on obtient 

P = AB X AD XAE-'yx AD X AE '+ l 
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et conséquemment le volume P, quoique défini par les 
trois arêtes AB , AD , AE , serait quelconque , puisqu'il 
varierait par 7 et £ , ce qui est absurde : on doit donc 
le représenter par AB X AD X AE. 

Corollaire. Désignons pq ou plutôt i s X pq par B, 
et r par H , et on aura 

P = BXH, 
B étant la base et H la hauteur du parallélépipède : en- 
sorte que la surface dHun parallélipidede , est égale au 
produit de sa base par sa hauteur : donc si deux parai» 
lélipipedes rectangles P et p, ont des bases égales ou 
équivalentes, les volumes seront dans le rapport des 
hauteurs , et s'ils ont des hauteurs égales y les volumes 
seront dans le rapport des bases. 

THÉORÈME II. 

Deux parallélipipècfes qui ont des bases et dès Hauteurs égales, sont 
equivalem, on égaux en Yolahie. 

Soient ( Fig. 2 1 3 et 2 1 4 ) les deux parallélipipèdes AH , 
AH', le premier rectangle et le second oblique, ayant mê- 
me base ABCD et leurs bases supérieures EFGH, 
E'F'G'H' situées sûr un plan parallèle à la base infé- 
rieure : il peut arriver que leurs faces latérales ABGF , 
ABG'F* soient ou non dans un même plan. 

Dans le premier cas ( Fig. 1 1 3 ), les côtés FG' et E'fl' 
seront sur les projongemens des cotés F G. et EH t je dis que 
le prisme triangulaire AFF'DEE' est égal au prisme tri- 
angulaire BGG'CHH' : en effet , puisque A F est paral- 
lèle à BG, et FE à£H, l'angle AFF' = BGG', EFr v 
= HGG' , EFA = HGB : de ces six angles les trois 
premiers forment l'angle solide F , les trois autres for- 
ment l'angle solide G; donc puisque les angles linéaires 
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sont égaux chacun à chacun et semblablement disposés , 
il s'ensuit que les angles solides F et G sont égaux. 
Maintenant si on pose le prisme AFE' (*) sur le prisme 
BGH', et d'abord la base AFF' sur la base BGG', ces 
deux bases étant égales , coïncideront , et puisque l'an- 
gle solide F est égale à l'angle solide G , le coté FE tom- 
bera sur son égal G H , et les deux prismes coïncideront 
dans toute leur étendue; mais si du solide AH', on re- 
tranche le prisme AFE', il restera le parallélipipède 
AFH'; et si du même solide AH' on retranche le pris- 
me BGH', il restera le parallélipipède AFH : donc les 
deux parallélipipèdes AF'H', AFH sont équivalens en- 
tre eux , puisqu'ils ont l'angle solide F égal à l'angle solide 
G compris entre les arêtes contiguès F Azr= GB, FF ==GG' 
FE==GH (XIX. théor. ÏV). Ainsi tout autre paralléli- 
pipède oblique ayant AC pour base , et dont la base su- 
périeure serait comprise entre les parallèles H'E, G'F, 
serait équivalent au parallélipipède oblique AH'. 

En second heu (Fig. 214) , les faces ABGF, ABG'F' 
ne sont plus dans le même plan. Prolongeons EF et H G 
jusqn'àleur rencontre avec H'E' et G'F': on formera le parai* 
lélogramme E"F"G"H"base supérieure d'un parallélipipède 
dont labase inférieure est ABC D, lequel, d'après le théorème 
précédent , sera équivalent à chacun des parallélipipèdes 
AH, AH', d'où l'on conclura l'équivalence de ces derniers^ 
Corollaire I. Donc le volume d'un parallélipipède 
quelconque , est égal au produit de sa base par sa hauteur. 

(*) Les faces du prisme AFF' sont les parallélogrammes AF' E'D et 
AFED qui se coupent suivant AD , le parallélogramme FfE'E , et 
les triangles AFF, DE'E dont les plans sont parallèles. On concevra 
aisément le prisme BGH'. 
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théorème ni. 

Un parauelipipède droit est decomposable en deux priâmes equiralei» 
par un plan diagonal. C/^. ai 5). 

Faisons passer un plan par les deux diagonales AC, 
EG : ce plan décomposera le parallelipipède AG dans les 
deux prismes droits ÂDCEHG = P, ÂBCEFG = P*, 
et je dis qu'on aura 'P — P' = o : car supposons que 

si Ton fait passer un second plan diagonal DBFIT, 
il décomposera' le prisme P en deux autres AODEOH 
= p, DOCHO'G = p, et le prisme P r en deux au- 
tres AOBE<yF= q , BOCFOG = q 5 et on aura 

P-P^p+p'-^-?':^: 

or les deux prismes p et q' sont superposables , car Taréte 
OO' commune aux deux prismes p et q\ étant perpen- 
diculaire à la base AC ,* si l'on fait tourner le prisme 
q autour de OC jusqu'à ce que OB vienne èh OD, et 
conséquemment OC en'OA, et si Ton observe que 
OB = OD , OC = OA , et que les arêtes en A, B, 
C et D sont égales et perpendiculaires au plan de la 
base , on conclura l'égalité clés prismes p et q : on dé- 
montrera de même celle des prismes p et q* y on aura 
donc ï = o , et conséquémment P = P\ 

THEOREME IV. 

Deux prismes triangulaires -deméW base et de meW batttenr, sont 

éqoivalens. (Fig.216). 

Soit ABCDEFGH un parallelipipède oblique : par 
les extrémités A et E d'une arête , on mènera deux plans 
perpendiculaires à AE , et on formera ainsi le parallé- 
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Kpipède droit AMNOEIKL , dont les bases AN et EK. 
seront au-dessous des bases AC, EG, et le plan dia- 
gonal DBHF divisera chacun des deux parallélipipedes 
en deux prismes : or on sait déjà ( théor. III ) que ceux 
dans lesquels est décomposé le parallélipipède droit, 
sont équivalens , et qu'ainsi chacun d'eux est moitié de ce 
parallélipipède AK; mais les parallélipipedes A K et A G 
Sont équivalens ,comme ayant des bases équivalentes AOLE, 
ADHE, et même hauteur, puisque les bases opposées 
MNKI, BCGF sont dans un plan parallèle à A OHE. 
Cela posé, les pyramides quadrangulaires AMBDO, 
EIFHL, comprises la première entre les quatre faces 
AOM, AOD, ADB, MODB, et la seconde entre les 
quatre faces ELI, ELH, EHF,ILHF, sont égales 
ou superposables ,• ce qu'on Voit aisément en faisant 
coïncider la base AOM avec la. base ELI, ce qui est 
possible y et observant que OD s LH r MB = IF, 
et que ces arêtes sont perpendiculaires aux plans AN, 
EK : si on les retranche l'une et l'autre dueorp&AA^OEFH, 
Jes 1 restés seront lès deux prismes triangulaires ABDEFH , 
AMOEIL : lies deux. prismes sont donc équivalens; or 
le second étant la moitié jdu,paraHélinîpède droit A&, 
le premier sera la moitié: du parallélipipède oblique AG. 
„> Corollaire I. Un parallélipipède oblique est donc aussi 
décomposante en deux prismes équivalens par un plan 
diagonal. 

Corollaire IL Tont prisme triangulaire étant la moi- 
tié d'un parallélipipède de même hauteur et de base 
double , son volume est égal au produit de sa base mul- 
tipliée par sa hauteur. 

Corollaire III. Un prisme quelconque peut être partagé 
en autant de prismes triangulaires de même hauteur 
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qu'on peut former de triangle* dans le polygone qtri lai 
sert de base; mais chacun des prismes ajeant même hau- 
teur , il s'en suit que la somme des volumes des prismes 
partiels , ou que le volume <Fun prisme polygonal, est 
le produit de la hauteur commune par la somme des 
bases , c'est-à-dire , le produit de la hauteur par la 
base. Donc encore deux prismes de même hauteur sont . 
entre eux comme leurs bases , et deux prismes de mê- 
me base sont comme les hauteurs. 

THÉORÈME T.. 

Le Tolame d'une pyramide triangulaire , est le tiers du produit de sa 
base par sa haateur. (Fig. 117)* 

Faisons passer par le milieu D de Tune des arêtes SA 
un plan DEF parallèle à la base ABC : cette section 
détachera de la pyramide - totale une pyramide tri- 
angulaire S DEF , composée d'angles trièdre* égaux a 
ceux de la pyramide S ABC, et de faces semblables. Si 
par le point E milieu de l'arête SB , nous conduisons un 
autre plan EGH parallèle à la face SAC , nous détache- 
rons une nouvelle pyramide EGB H , égale à la première 
SDEF (XIX. tbéor. Y); et il ne restera pins qu'on 
tronc de pyramide , ayant pour bases parallèles le trian- 
gle DEF et le trapèze AGHC Or si l'on observe que 
les points E, F, G, H sont les milieux des arêtes SB, 
SC , AB , BC, et que Ton joigne le point G au point I, 
milieu de AC, la figure EGIF sera un parallélogramme, 
et le tronc de pyramide sera décomposé dans les deux 
prismes AGIDEF, CIFHGE dont nous déterminerons 
les volumes. 

Du sommet S abaissons la perpendiculaire SO sur 
fa base ABC : le premier de ces prismes a pour basa 
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AGI , et pour hauteur KO ; mais le triangle. AGI étant 
semblable au triangle ABC , on aura la proportion 

AGI : ABC = ÂG* : ÂB* =s i : 4 
et par conséquent AGI = ^ ABC; de sorte que le pris- 
me AGIDEF = KO X i ABC. 

Quant au second prisme CIFHGE (*) , on peut le con- 
sidérer comme la moitié d'un parallélipipede GL qui au- 
rait pour base le parallélogramme CIGH, et la hauteur 
KO du premier prisme : or le parallélogramme CIGH 
= l AB C ; donc le prisme CIFHGE = KO X 7 ABC 

Ainsi la somme des deux prismes, sera exprimée par 
KO X i ABC = SO X ï ABC, en observant que 
KO=|SO. . 

Supposons maintenant que la pyramide SABC soit 

une certaine fraction — du prisme de même base et de 
même hauteur, ou qu'on ait 

vr. SABC = -SOx ABC t" 

** n 

la pyramide SDEF étant semblable k la pyramide 
SABC (XX. théor. III, rem. I), et n'en différant 
que par la grandeur de son volume ou plutôt par ses 

dimensions, doit être la même fraction— du prisme qui 

serait de même base et de même hauteur : on doit donc 
«voir • 

& . SPEF = ^SRX DEF = 

Hxl2 X DÈF 1 H x *° X ^, 

(*) Ce prisme est forme des faces CFEH et IFEG qui se coupent 
MÛYant EF, des faces opposées et parallèles CIF et ÔGE, et de la 
Jace parajldlogrammiqae CIGH. 
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on la pyramide totale S ABC étant composée dedeax pris- 
mes dont la somme égale SO^Ci ABC > et <* e ^éux py- 
ramides égales chacune à 5 DE F, et dont la somme égale 

— SO X i ABC , on aura donc l'égalité 
™XS0XABC=SOX*ÀBC + ™xSOx*ABC, 

n n 

divisant \es deux membres j>ar le facteur commun 
SO X ABC, on trouvera — = i+ %-*, et multi- 
pliant par 4 n t il viendra 

Am = n «+• m, ou 3m = n, et — — s"* 

reportant cette détermination de — dans l'expression dé 
gT* SABC f ou, trouve^ 
• j^.SABCrrr^SOX ABC (*). 

Corollaire T. Toute pyramide triangulaire est le tiers 
d'un prisme de mçmei.ba$e et de même hauteur», ^ 
. Corollaire II. Une pyramide à hase polygonale pou- 
vant toujours se, partager e^py ramides triangulaires par 
des plans qui passent par le sommet et par des diago- 
nales menées de l'un des angles de la base à tous les 
autres, a pour expression de son volume y le tiers du 
produit de la hauteur par la somme des 'bases ou par 
la base polygonale. J - * . . 

Corollaire III,, Deux pyramides quelconques de même 
hauteur et de bases équivalentes , sont équivalentes entre 
elles ; deux pyramides de même hauteur-et-do base» non 

'" ■I. ' P'IH I ■! « ■ « " i ! ■ ■■ M i H m «■ ' iii.i n j i - l m . 

• (*) Cettedtmonilratkm^ttdtteiiM. Lévéque, membre de l'ineti- 
tut national. .. 
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équivalentes , sont comme les bases ; enfla deux pyra- 
mides de bases équivalentes et de hauteurs différentes, 
sont comme ces-hauteurs. l 

Remarque, Un polyèdre quelconque pouvant toujours 
être partagé en pyramides', on évaluera son volume en 
calculant , d'après ce qui précède , celui de .chacune des 
pyramides qu'il' contient ; cependant il est deux po- 
lyèdres dont nous déterminerons particulièrement les 
volumes : ces polyèdres sont le tronc de pyramide et lé 
tronc de prisme (XIX. déf. et not. VIII ). 

THÉORÈME VI. 

Si une pyramide est 'coupée par tin plan parallèle à sa base, le trône 
qui reste en ôunt la petite pyramiae , est égal à la somme de trois 
pyramides qui auraient pour hauteur commune la hauteur du 
ironc , et dont les bases seraient la base inférieure du tronc, sa 
base supérieure', et une moyenne proportionnelle entre ces deux 
bases. **•'' H x ' *' ' 

Soient B et H la base et la hauteur de la pyramide 
totale ', b et ti la base et la hauteur de la pyramide 
retranchée , et h, la hauteur cm tronc , ou la distance 
entre les bases parallèles B et b : enfin soit V le volume 
du tronc. On aura , , 

•■V"B|BX H — | b X h' s i (B.H -± b.V) } 

or la pyramide totale, et la pyramide retranchée étant 
semblables , on a ( VII. théor. XII ) 

H* : h'* — B ib , d'où H s V t/| , ' 

et d'ailleurs 

H==r+ h: ' "■' 

de ces deux égalités on déduit aisément 
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V h V h H — * ^ B 

et par ces substitutions dans la valeur de V, on ob- 
tient 

y— * 5 B V/B — 6 \/b \ 
Y "" 3 X V* ~Vb Y 

la division de B y/B — b \/b par {/B — {/b , donne 
pour quotient B + |/B . b + & s donc le volume cher- 
ché est 

Y = £hB + ih\/T7b + ibh 

ou {/YTTb est la base moyenne proportionnelle entre la 
base supérieure b et inférieure, B du tronc. 

TH&OREME VII. 

Un prisme triangulaire tronqué est toujours équivalent à trois pyra- 
mides de même base qui est celle du prisme , et ayant leurs som- 
mets respectifs places à chacun des angles du triangle formé par le 
plan coupant. (Fig. ai 8). 

En faisant passer uri plan par les trois points A , E f 
C, on détachera du tronc de prisme ABCDEF, la pyramide 
EABC, dont la base est le triangle ABC , base du prisme, 
et dont le sommet E est l'un des sommets du triangle 
DE F. Il reste la pyramide quadrangulaire E ACFD dont 
le sommet est E , et qui se divise en deux pyramides 
triangulaires EADC,, EDCF par un plan mené par 
le point E et la diagonale DC de la face ACFD. Ces 
. pyramides ne sont pas celles de l'énoncé , mais on peut 
leur en substituer d'autres équivalentes. 

En effet , on peut remplacer la pyramide EADC par 
la pyramide BADC construite sur la base ACD de la 
première et de même hauteur qu'elle, puisque les 
sommets B et E sont sur une droite BE parallèle *u 
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plan de la base commune : mais on petit aussi consi- 
dérer la pyramide BACD comme ayant son sommet au 
point D , et pour base le triangle ABC , puisque les qua- 
tre sommets sont les mêmes , et cette pyramide est l'une 
4e celles; qu'exige renoncé. 

Pour obtenir la pyramide équivalente à- EDCF et 
dont le sommet soit en F, il faut tirer les diagonales 
AF, BF dans les faces ACFD, BCFE; on forme ainsi la 
pyrarjudë BAC F dont la base ACF est équivalente à la base 
CFD de la pyramide ECFD , puisque ces deux triangles 
ont même base CF et sont compris entre les parallèles 
AD jet CF; ces pyramides ayant d'ailleurs leurs som- 
mets B et E sur la droite BE parallèle au plan de leur* 
base, -sont équivalentes 5 mais la pyramide BACF, 
considérée comme ayant son ; sommet en F, et pour 
base le triangle ABC, sera la troisième pyramide de 
Fénoncé. 

* Corollaire. Le volume d'un prisme triangulaire tron- 
qué^ k pour mesure le produit de sa base' par le tiers 
de la somme des trois perpendiculaires abaissées sur cette 
base de chacun des angles de la base supérieure. 

THBOUKME VIII. 

Lés volâmes rie deux pyramides triangulaires semblables sont entre 
eux comme les cubes des hauteurs , on de deux arêtes quelconques 
homologues. (Fig. S07)» •/ ' " 

Soient V et v les volumes de deux pyramides quel- 
conques,? ÂQC , abc leurs bases, SH , sfi les hauteur* : 
on aura ( theor. VI ) 

1 î " V . u — . ABC X SH àbc'^sh' 

,-.', ■• ' — t — ~ s — r^ ■ 

.,«,,, =3 ABC.X SH : abc X sh : 

16 
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Mais û ft>n fiât coïncider ie* sjb^ triMres * et S, ce 
qui est possible , les cotes «&, &, oc prendront des <K- 
sectiont A'B', B'Ç, A'C parallèles «m côtes AB , BC , A€; 
ainsi les bases afc , ABC seront parallèles; donc la hau- 
teur sh sera SH' suivant SH; mamtenant les triangles 
semblables AB6 , abc donnent 

ABC : ^Jc = Â5» : 5*, 

•1 des triangles S AH, SA H' semblables, on déduit 

SH : S'H' ou sh 5= AB : A'ff' ou op} 

multiplient ces deux proportions Mme à terme, on 
aura 

F? S? : *? » «te. 

Corollaire I. Dez/x prismes triangulaires semblables 
sont entre eux comme les cubes de feux, arêtes homo- 
logues : on peut décomposer les deux prismes en trois 
pyramides triangulaires semblables chacune à chacune, 
'dont les volumes sont entre eux dans Je rapport des 
cubes de deux arêtes homologues ; et comme d'ailleurs 
toutes les arêtes homologues sont proportionnelles, il 
s'en suit que la somme des volumes des trois pyramides 
dont se compose l'un des prismes , est à la somm,e des 
volumes des trois pyramides de l'autre prisme , dans le 
rapport des cubes de deux arêtes quelconques homo- 
logues. 

Corott&reJL Deux pyramides polygonales sembla- 
bles , sont dans le rapport des cubes de- deux arêtes ho- 
mologues. Car après avoir décomposé les ojeux pyra- 
mides données SABCD, sabcd (Fig. 208) dans le même 
nombre de pyramide* triangulaires semblables, dont les 
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f&lfùn&s-fiftiit comme les cubes de deux arêtes homolo- 
gues, on conclura de k proportionnalité des arêtes homo- 
logues dans [es pyramides totales, la suite de rapports 
%*ux 

S ABC ; saie = SACD t spcd r= SADE : soda 

» iS 3 : à 3 = etc. 
«t 

SABC + SACD + SADE : sahc + sacd + sade 
= AB 3 : S 3 = etc. 1 

Corollaire ffi. Bmx potyèdres quelconques som- 
i>hijee sont dans lé rapport des cubes de deux arêtes 
homologues ? <oar ces polyèdres sont déoomposables 
(fhéer. I¥) da» le «même nombre de pyramides sem- 
Jriabks «et semblaUement disposées. 

CHAPITRE XXII. 

Des corps ronds» 

DÉFINITIONS. 

J. On entend par corps rond tout corps produit par la 
révolution d'une surface plane autour d'une droite qui 
prend le nom Saxe. 

Il suit de cette définition que tout corps rond peut être 
regardé comme composé d'une infinité de cercles dont les 
plans sont perpendiculaires à Y axe de rotation , et dont 
les centres sont tous disposés le long de cet axe. 
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ïï. Le cylindre droit ( Fig. 2 19 ) est le corps rond pro» 
duit par la révolution d'an rectangle ABCD autour de 
l'un des cotés, de CD , par exemple. Le cylindre droit n'est 
autre chose qu'un prisme droit ayant pour hauteur le 
côté AB, et pour bases opposées les cercles de AD et de 
BCtjui sont égaux. Il résulte de cette génération , i°. que 
toutes les sections parallèles aux bases du cylindre droit, 
«ont des cercles égaux à ces bases j 2 . que toutes les sections 
perpendiculaires aux bases, et, conséquent ment paral- 
lèles à l'axe CD, sont des rectangles j 3°. que les sections 
par l'axe, sont des rectangles doubles du rectangle gêné* 
dateur ABCD ; 4°« < î ue toute intersection de la surface, 
par un plan passant par l'axe r est une. droite égale à 
la génératrice AB et qu'on nomme arête. 

{IL Le. cylindre oblique qu'on ne considère ' pas dans 
la géométrie élémentaire , et! qui ne rentre pas dafts 
p génération des corps ronds , est celui dont l'axe est in- 
cliné sur le plan, du cercle, qui lui sert de base.:, on peut 
le concevoir engendré par une droite nommée généra- 
trice , assujettie tf passer; par tons les pokits de la circon- 
férence de la base , et à rester dans ce mouvement , pa- 
rallèle à l'axe qu'on nomme .directrice. Cette génération 
convient au cylindre droit , en rendant la directrice et 
conséquemment la génératrice perpendiculaires au plan 
de la base. 

IV. Le vâne droit (Fig. 220 ) est le corps rond produit 
par la révolution d'un triangle rectangle SAC autour du 
côté SC. Le cône droit n'est ^autre chose qu'une pyramide 
droite ayant pour hauteur l'axe S C , et pour base le 
cercle de A G. Il jésuite de la génération du cône, 
i°. que toutes les sections faites perpendiculairement à 
l'axe du cône , sont dès cercles dont les rayons décrois- 
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sent comme leurs distances au sommet S ; 2*. que toutes 
les sections faites suivant Taxe , sont des triangles iso- 
cèles doubles du triangle générateur SAC ; 3°. que tout© 
intersection de ïa surface jpar un plan passant par Faxe SC, 
est une droite égale à l'hypoténuse du triangle généra- 
teur, ou à la génératrice SA , droite qu'on nomme arête. 

V. Le cône oblique- qu'on ne considère pas dans la 
géométrie élémentaire, et qui ne rentre pas dans la 
génération des corps ronds , peut être considéré comme 
produit par une droite assujettie à passer par un mente 
point d'une autre droite fixe inclinée d'une manière 
quelconque sur un plan ,, et par tous les points d'un 
cercle , par exemple , tracé dans ce plan , et ayant 
pouç centre le point de rencontre du plan par la droit* 
fixe. Cette génération convient au cône droit. 

VI. Le cône tronqué (Fig. 220) est un corps rond produit 
par la révolution du trapèse rectangle AacC autour de 
l'axe Ce. Ce cône est la différence entre les cônes droits 
produits en même temps par lès triangles générateurs. 
SCA , Sca y ca étant parallèle à CA„ 

VII. Le segment sphérique {Fig. .121 )est la portion de 
la sphère , engendrée par la révolution du trapèse circulaire 
PQMN autour del'axe ABde rotation. Le segment sphérique 
est donc compris entre deux cercles parallèles de la 
sphère , qui en sont les bases opposées. On appelle en- 
core segment sphérique la . portion de la sphère produite 
par la révolution du demi-segment circulaire APN au-» 
tour de l'^xe. de rotation. , ,, ; 

, VUI. La zone sphérique es% la portion dp surface sphé- 
rique y engendrée par la révolution de l'arc MN autou» 
de Taxe. , : 

IX. , Une calotte sphérique est la portion de surface 
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sphérique engendrée par la révolution de Tare À M on 
AN , autour de l'axe : la hauteur AQ ou AP est nommée 
fiéàie. 

X. Le secteur sphérique est la portion de la sphère y 
engendrée par la révolution du secteur circulaire ACM, 
autour de l'axe AG : il est la somme du segment sph&* 
rique ayant pour hauteur la flèche AQ ,et pour rayon de 
sa base MQ , et du cône droit produit par la révolution 
du triangife GQM, ayant pour sommet le centre C 9 
pour hauteur CQ, et de plus kt meaae base que ta 
segment. 

f flioREM* rRBMlïTK. 

L'aire convexe d'im cylindre, esterprîtne'e par le produit de la circan* 
faïence de sa' base par sa baaieer. {Fïg. a»)'. 

Soit <f abord le cyKndre droit ABC GHI . . . : A l'on 
inscrit aux deux bases «fou* polygones réguliers d'un 
même nombre de côtés , et dont deux sommets A et G 
soient placés sur une même arête A G , et que Pon joigne 
les sommets correspondans par ies droites qui seront au» 
tant d'arêtes ou de positions de la génératrice , on aura 
nn prisme droit intérieur , dont les faces, latérales seront 
kspraflïeTogrammes AHrrG, BC1H, etc. , et dont lastor face 
différera d'autant moins de ceBedu cylindre , que fe nombre 
des côtés du polygone inscrit sera plus grand. On peut de 
même circonscrire aux bases deux polygones régulier t 
semblables à ceux qui sont inscrits , et qui deviendront lès 
bases d'un autre prisme droit circonscrit ; de sorte que 
fil surface convexe du cylindre, sera toujours comprise 
entre celles de ces deux prismes. Maintenant si Ton dé-, 
ligne par $' et S tes sorfacjes conm*s des prismes inscrits 
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et do cylindre, par C et C les contours de* Bases , par 
H la hauteur AG = OO', par /Te*ees de S sur S^ * 
par 7 Pexc** de C siuf 6V ©a aura ces égalité* ( XIX. 
théor. Vffl) 

S'=S — J, S'=C'xH; 

w eeHes**cr 

S' = S-*, S' = C X H _ y X H„ 
ëi en égalant tes seconds membres, on obtient 

et ajoutant ^ de part ëi d'autre , il vient 

or, comme la surface S ne peut varier que par C et H £ 
êi que cette surface est absolument définie , lorsque là 
circonférence G et la hauteur H sont données , on con- 
clura de cette égalité , comme on Ta fut dans les cas ana- 
logues, et en employant la considération (X. théer. H,not.), 

& = CxBl 

Remarquée E» désignent par S" Ta sorte* cbfrtâb* 
du cylindre circonscrit, par C la base, par / et y let> 
excès de S" sur S et de C sur 6^ êk aura 

S* ^ S -f * f S''= (C + y) H » C >« tt 
tèttYùmUdtàt 

et, d'après k consTdérafîon ci-dessus,. 
S = CXH. 
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. Corollaire. Les surfaces de deux cylindres de même 
hauteur, sont comme les bases , et pour des "bases égales , 
les surfaces sont dans le rapport des hauteurs. 

THÉORÈME II. 

Le Yolume d'un cylindre droit, est exprimé par le produit de la sur*» 
face de sa base par sa hauteur. ( Fig. 111 ) . 

Si Ton désigne par V et V les volumes du prisme 
inscrit et du cylindre , par S' et S leurs bases , par H la • 
hauteur OO' , et qu'on observe que V=V — ï , S'= 
S — y, on aura ces deux égalités 

V = V — *, V = S'XH=(S — y)H = 
S X H — y x H , 

et en égalant les deux seconds membres, et ajoutant ï de 
part et d'autre, 

V=SxH- yX H+^ 

mais le volume V ne pouvant varier que par S et H, 
et ce volume étant absolument défini par ces données , 
on doit réduire l'égalité précédente à celle-ci 

V^S X H= CxRx ? , 

C étant k circonférence de la base et R le rayon." 

Corollaire. Donc les volumes dé deux cylindres droits 
de même base , sopt comme les hauteurs ; et pour des 
hauteurs égales.^ ces volumes ,-sont dans le rapport det 
bases ou des carrés des rayons de ces bases. 
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THÉORÈME III. 

La surface convexe d'un cène droit , est exprimée par la moitié' du 
produit dn côté on d'une arête du cône, par la circonférence de sa 
hase.1 (Fig. aa3). 

Circonscrivons à la base du cane un polygone régulier 
A &.'.... et par le sommet S et par chacun des côté* 
ÂB, etc., menons des plans; on formera ainsi une 
pyramide régulière dont la surface convexe différera 
d'autant moins de celle du cône , que le nombre des côtes 
du polygone sera plus grand.. Désignant par S' et S les 
surfaces convexes de la pyramide et du cône , par C et 
C les contours des bases , et par K l'apothème SP de la 
pyramide, qui sera le côté ou l'arête du cône : on aura en 
conservant les désignations usitées , ces deux égalités 

s'=s-^, s'« £><* = £*! + l><3, 

a a a 

et , en égalant les deux seconds membres, on obtient 

a > » 

d'où 

S = C * K + ** K + *; 

or comme la surface. S est définie par G et K , en sorte 
qu'elle ne peut varier que par l'une ou l'autre de ces 
quantités , l'égalité précédente doit être réduite à celle-ci 

S = C X K 
a 

, Remarque I. La surface S peut encore varier par la 
hauteur. du cône; mais on observera que cette quantité 
dépend de K , et qu'ainsi elle varie avec K. 
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Remarque H. On a circonscrit , pour plus de brièveté,, 
le polygone à la basé du cène; ma» on aurait pu l'ins- 
crire, ce qui aurait donné une pyramide inscrite , 
d'où Ton aurait tiré la même conclusion. 

THÏOESME IT. 

Lerolume d'uncooe droit, est exprimé par le tiers dm prodnit éb J* 
surface de sa base par sa hauteur. ( Fig. aa3 ). 

En corner faut uè eonstrifetiott j^réceoentè , dcAigiioft 
par V et V les volumes At 1* pyramide régulière dr*» 
consente et du cAne , par & et S leurs Bu**, par H k 
hauteur du conedrôrt qni é*f la même «pN* éébV de fe 
pyran"!^ ^ et observant ^ueV ==V + s*, y==S^* y, 
on aura «te* deax é%a£té# 

r=v+ *, r= *** » S -*J + £*?, 

et en égalant les seconds membres , 
égalité qui se réduit à 

Tftiomiiii t. 

lia surface conyexe d'un tronc de cène droit» est exprimée par la 
moîûé du produit du coté du tronc, par là dem3-*osftmé.des d£ 
conférences des deux bases paraHèks du tronc. (Fig. aa4). 

Dans le plan ASB mené par Taxe SC, plan qui est ce- 
lui ris h ffanené, mettez ^erpéndiculaîrelnent à Farête 
$À, 1* ligue AP égalé à la circonférence du rayon AC , 
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joiçueiles poinUSet F y et tire* DH ptfalfoteà AF : tes 
triangles semblables SAC , SDO donnent 

AC : DÔ = SA : $D; 

et les triangles semblables S A F, SDH donnent 

AF : DH = SA : SD : 

clone T 4 Cause du» rapport coBQimtra> on « 

AF : mt^ÂCiéo+z cir. AC : cîr. 00 

(X* théer- 1) r maïs y pfcr eoWBtwiGtk*^ AF œf dr.- AG t 
dont DH » cir. IPQ s ock posé r te ttfianglé SAF qui 4 
pou* nestare AF X i SA y est égal 4 ft* surfais & eôae 
£AB qui ap^ir méstote cir. A€ X * &A (tfeéw, Ml>: 
jfcur là même raison y lé triangle SDH est égatfr kr sarfeo* 
du cône SDE * dotic la sirffiHwrmi trotte AfiRB y erf <%*** 

à cette du trapèze ÀDHf = Af> X AF * ^ 

( YT. the'or. IV): donc la surface du tronc de cône, est 

Ai D> X ■ ■■ ■> ' ■■ ■' ■ '' ^ . MU . . .H V 

a 

Remarque I. Par le point' I- utilisa de* AD y ikieaefe tek 
parallèles IL et IM à AB et AF : on démontrera comme 
comme ci-dessus, que fM = cir. Ifc : mais (VI. th. IV) 
fake ADHFafcADFXKtf^ôADX ci*. IR. Bbtac au&f ta 
mstrfme dan trmù dé cône , est égale à s*h côtémûkipÛé 
parla eircùnférmàe <f ate êmsêhn èquidhêûXW es» dmêb 
bases circulaires. 

Remarquell. Le tronc de cône étant la différence entre 
le cône entier et le cône retranché , si l'on nomme V le 
volume de ce tronc , S la base du cône entier et H sa 
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hauteur , S* la hase du cône retranchée et H' sa hauteur » 

on aura 

V = i (H X S - H' X S'). 

THÉOEÈME TI. 

Le Tolome do tronc de cône droit , est égal à 5 ( ÂC*-f- 

DÔ* + AC X DO) {Fig. aa4 ). 

Concevons une pyramide triangulaire de même hau- 
teur SC que le cône SBA , et dont la hase soit équivalente 
au cercle de CA ; coupons cette pyramide par un plan 
mené parallèlement à sa hase et à une distance du som- 
met, égale à SO hauteur du cône SDE ; la section sera 
équivalente au cercle du rayon DO, comme il est facile 
de le prouver, en observant <jue les hases de la pyramide < 
totale et de la pyramide retranchée , ainsi que celles da 
cône total et du cône rétranché , sont comme les carres 
des hauteurs les mêmes de pari et d'autre : d'où l'on 
conclut que le volume du tronc de cône, est équivalent 
au volume du tronc de pyramide : or en désignant par B 
la hase de la pyramide totale, par b celle de la pyramide 
retranchée, et par h = OC la hauteur du tronc, on sait 
(XVI. théor. VI) que le volume du tronc de pyramide 

est représenté par - (B + £ + \/TT7ï ) : mais (X. théo- 
rème II, coroll. H) B=7r . ic*, £=tt . DÔ*,V / bTÊ== 
\V «* . Â<? . DÔ* = ît . AC . DO, et par ces substitu- 
tions , l'expression précédente devient celle de l'énoncée, 
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LEMME. 

' / 
L'aire décrite par le demi-polygone régulier ABDE , etc. , tournant 
antour de AA', est égale à la circonférence inscrite au polygone to- 
tal, multiplié par A A'. (Fig. aa5 ). 

i°. L'aire du cône décrit par BA, est = \ B A X cûv 
BN = Q A X cir. BN-, Q étant le milieu de B A : mais 
les triangles ABN , Q C A semblables comme ayant cha- 
cun un angle droit et un angle commun en A, donnent 
la proportion 

Q A t QC = AN r BN, ou QA s AN «a QC : BN, 

tfoii Ton tire celle-ci 

QA : AN = cir. QC : cir. BN, 

en observant qu'au rapport entre les rayons QC etBN, 
on peut substituer, le -rapport entre les- circonférences ; 
donc Q A X cir. BN = AN X cir. QC r 

2°. Le tronc de cône engendré par BD a pour mesure 
BD X cir. KL, KL étant une perpendiculaire menée 
du milieu K de BD sur l'axe AK de révolution (théo- 
rème Y, rem. I). Du, point D menons DP perpendicu- 
laire sur l'axe de révolution AK , et du point B la paral- 
lèle BG à cet axe, puis le rayon KC au point de tangence 
■&; Jes, triangles EjDG, LKC ayant les- côtés -perpëndictf- 4 
laires , donneront la proportion 

BD : BG = KC : KL = cir. KC : cir. KL, 
d'où 

BD X cir. KL = BG X târ. KC â NP X cir. KC; 
3°. La surface cylindrique engendrée £ar DE paral- 
lèle à l'axe de révolution, est PQ X cir. IC, I étant le 
point de tangence. ; 
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En ajoutant toutes ces surfaces , et observant que là 

circonférence facteur dans chacune d'elles , est = or» 

CM , et jume la soaune des ««très facteurs est celle des 

fauteurs AN, £ÏP, PQ, etc., on retrouve la propriété 

énoncée. 

TBioiènz TJI. 

L'are de la «phare «et le produit de la circonférence «Fan grand 
mtifepamdianette, ^ eeti d â ne , le qnadraple défaire dfau 
fmad<erde. (/fc. **$)• 

Désignons par S' la surface engendrée par le demi-po- 
lygone régulier conspiré dans le lenane , par S celle de 
la circonférence inscrite , et par R le rayon de çej*e cir- 
conférence } on aura les deux égalités 

jBt , «Papjfes le lemme , 

S = A A' X cir. R = (2R + y ) cir. R = 
aRxcir. Rf y Xcir.R 

en observant oue A A' =^= Mm + AM +mA\ et faisant 
AM + mA'^y, quantité d'autant plus petite eue le 
nombre des cotés du demi-polygorte régrfer, est pks 
£rand : de ces égalités on déduit cejlevcî 

m SnraR X cir. R 4- 7 cir. R — / : 
_w l'aire Sue devant -varier que par R , «t non par y et 
/, on doit avoir 7 X cir. R^^no, «t conséquem- 
ment (X théor. 1J, et corpU.) 

S = 2Rx cir.R=:4cer.R= = 4 w R* # 

Corollaire J. £n conclut aisément de ce qui précède, 
que * étant ( Fiç. 226 ) la hauteur A M de la calotte en- 
gendrée par l'arc AD, ou la «auteur MN de la zone dé- 
crite par l'arc ED , on a 
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mrt Œs a *> fi. ar (*). 

CoroUaire H. Circonscrivons ( Fï£. 226 ) à la circonfé* 
yéace du centre C un carré FG : la surface convexe du cy- 
Mfedre, engendrée par le côté CF du rectangle ABCF tour- 
nant en même temps que la demi-circonférence ADEB au- 
teur du diamètre AB , a pour expression 2 fi. X cir. R 
(tiiéor. I), et en ajoutant les deux bases, on aura pour 
Surface totale du cylindre, 3R X cir. R = 6 cerc. R: 
4enc la surface de la sphère y est les § de celle du cjr- 
Undre circonscrit , jr compris ses deux bases* 

Corollaire III. Soient S et 5' les surfaces de deux 
sphères, R et R' leurs rayons : on a 

S :S' = 47rR ft :47rR'* = R ft :R'* j 

donc les surfaces de-deux sphkres , sont nomme les car* 
rés 4 e leurs rayons. 

fcWÉORÉME vin. 

Le Tokme de la sphère est le tiers du produit de la surface par sou 
rayon. ( Fig. m5 }. 

Faisons tourner le demi-polygone régulier ABD , etc. 
autour de son diamètre A A' ; Taire du triangle BAN en- 
gendrera le volume d'un cône , Faire du trapèze BNPD 
engendrera un tronc de cône, et ainsi des aires suivantes. 
Au cane de AB circonscrivons une pyramide régulière, et 
aux troncs de cône des côtés BD , etc. , circonscrivons de» 
troncs de pyramides régulières : de cette manière , on 

(*) ^osstjb'on connaît de}* l'ejjcpreçsion de la surface <$ç la spbère , il 
estnaturel de supposer tjnecellede laaone qui a pour hau leur ar=AM, 
soit a v R x, sauf à vérifier cette expression : or x devenant o, R, a R, 
la surface de la zone doit devenir nu^e, 1? pn$itjf .PSklk ttiûlite' de la 
surface sphéricrue, et en effet, dans ces hypothèses , l'expression de 
la zone rend ces «ottclpsjoaft. 
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aura formé un polyèdre régulier ci rc o ns crit à la sphère f 
et dont chacune des faces ne fera que la toucher en un 
point ; car si à la circonférence décrite par le point D , 
on circonscrit un polygone régulier dont un des cotés, la 
touche en D , la face du tronc de pyramide circonscrite , 
menée par ce coté et par BD, touchera le tronc de cône en- 
gendré par BD , suivant le côté BO , et cette même face 
touchera la sphère au point K de tangence de BD avec la 
demi-circonférence MQK , etc. , génératrice delà sphère j 
d'ailleurs ce point K décrit une circonférence qui contient les 
points de contact des face* successives du même tronc de 
pyramide et de la sphère. Cela posé , du centre G de la 
sphère, menons à tous les angles de ce polyèdre , des 
droites oui le décomposeront en pyramides dont le som- 
met commun sera le centre C ; chacune de ces pyramides 
aura pour hauteur le rayon mené au point où sa hase 
touche la surface , puisque toute autre droite menée du 
point C à la base est plus longue que celle-là : Je volume 
de ce polyèdre sera donc le tiers du rayon de la sphère 
par sa surface qui différera d'autant moins de celle de la 
sphère , que le nombre des côtés du demi-polygone régulier 
ABD , etc. sera plus grand, ainsi que celui des poly- 
gones circonscrits aux bases des troncs de cône et des cônes 
extrêmes.. Or en désignant par V'ie volume du polyèdre, 
par S' sa surface , par V le volume de la sphère et par S 
sa surface , on a ces deux égalités 

v = v- + * 

d'où l'on déduit celle-ci 
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t|n y en cknt réduire a 

Corollaire I. On a trouvé S =ï 4 ir. R» , donc V sa» 

Corollaire IL Si l'on me considère que la portion de 
volume du polyèdre, correspondant à la portion ABD 
du polygone régulier , et qu'on lui applique ce qui a été 
dit dans le théorème , on aura pour le volume du sec- 
teur sphérique Çui lui répond , le tiers du rayon multi- 
plié par la surface qui recouvre ce secteur j or en posant 
AP = x- 9 cette surface est 2 «r R. Xj donc 

sert, sphérî = $ 1c. R*. x. 

Lorsque irœaR, le volume du secteur devient celui de 
la sphère. 

Corollaire III. Êour avoir le volume du segment sphé» 
rique engendré par le demi-segment circulaire ADM, tour- 
nant autour de l'axe ÂB ( Fig. 226), il faut du volume du 
secteur sphérique engendré par le secteur circulaire D C A , 
retrancher celui du cône engendré par le triangle CDMt 
or le volume dû cône = 3 CM X cérc. DM=±£ CM. tt. 
DM* : mais CM = CA — AM = R — - x; ÏT5î*= 6c* 
— cH*=R* — (R — x) *=2 R r— x*} donc Volume du cane 
s=J(R-.*) (a R * - *») ss^R-*) 

(iR — x) = ~ (aR» — 3R # + *»), et segm. 

«phAr.=| w R»x— Ç( 2 R» — 3R x + x» )j 
après les réductions , on trouve enfin 



*e$m. snhér. a=s ÎL|_ (3R — x). 



»7 
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Corollaire IV. Soient V et "V les volâmes de dtut 
sphères dont les rayons sont R et R' : on aura 

donc les volumes de deux sphères sont comme les cubes 
de leurs rayons. 

CHAPITRE XXIII. 

Introduction à la géométrie descriptive. 

NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 

JLies notions suivantes font naturellement suite à la Géométrie des 
plans (*) , en même temps qu'elles forment l'introduction a la Géo- 
métrie de l'espace, autrement dite descriptive, parce qu'elle sert 

i°. A représenter sur une feuille de dessin qui n'a que deux di* 
*mensions, tous les corps qui en ont trois; 

. a°. A donner Ja manière de reconnaître, d'après une description 
exacte , Ja forme des corps, et de déduire et .de ces formes et de la 
position respective de ces mêmes corps, toutes les vérités qui en ré- 
sultent. 

L'espace est cette étendue indéfinie dans laquelle tous les corps sont 
placés : puisque cet espace n'a pas de limites, on ne peut déterminer 
le lieu absolu des corps, mais seulement leurs situations relatives, on 
la position de chacun d'eux par rapport à des objets fixes qui seront 
des points, £** ligues ou des plans j et c'est en effet la seul» connai*- 



(*) C'est pour ne pas in ter ro mp re l'exposition des matières dont se cos>* 
posent les élémens ordinaires de Géométrie, que non* avons rejeté ce cha- 
pitre à la snite des chapitres XIX, XX , XXI et XXII, auxquels il est trtf* 
propre à servir de préparation. 



D& GÉOMÉTRIE. ^ 

sAftce qù noijs importe. Ces objets fixes seront pris arbitrairement; 
mais une fois choisis , il ne devront plus varier. 

Pour prendre le cas le plus simple , supposons an lien de corps, des 
points situes dans nn plan: dans ce plan,concevons deux droites AX, AX 
( Fig, 237 ) faisant entre elles un angle quelconque donné : tout point 
tel que M situé dans ce plan, est déterminé ou défini de position, lors* 
qu'on connaît les longueurs des droites MQ , MP menées de ces points 
parallèlement anz axes AX, AY,et terminées à ces axes. Un autre point 
M', sera pareillement caractérisé de position parles données analogues 
M'Q', M'P'j et la situation du point M' par rapport an point M sera con- 
nue. Si l'angle Y AX estdroit (Fig. 228), supposition qu'on fait ordinai- 
rement , APMQ est un rectangle , MQ , MP deviennent des distances 
aux lignes fixes A Y , AX , et on peut remplacer MQ par AP » en sorte 
que les élémens de position des points M et M'» sont AP, PM pour M » 
AP', PW pour M', etc. , dans les deux figures. Par ces données , les 
points M et M* ne peuvent être confondus avec d'autres points du plan. 

Pour définir la position d'un point dans l'espace , il paraît naturel 
de rapporter ce point à des plans connus et invariables. 

Supposons que le point à particulariser soit à un mètre de distance 
du premier plan A , qui est celui de la planche , sans qu'il soit expri- 
mé de quel* côté il est placé par rapport à ce plan. 

Il sera sur deux plans parallèles au plan A que nous supposerons 
xiorizontal, et menés à un mètre de distance de ce dernier, l'un au- 
dessus, l'antre au-dessous. 

Supposons , en second lieu > que le point cherché soit à deux 
mètres de distance d'un second plan B. perpendiculaire à A. 

Il sera donc sur deux plans parallèles an plan B , tous deux à deux 
mètres de distance de ce plan , l'un à droite > l'autre à gauche». 

Donc enfin ce point ne peut plus se trouver que sur les intersec- 
tions de l'un des deux plans parallèles à B avec les deux plans paral- 
lèles à A , intersections qui sont deux droites , et sur celles de l'autre 
plan parallèle à B avec les deux plans parallèles à A, c'est-à-dire, sur 
denx autres droites. 

Supposons enfin que le point soit à trois mètres de distance d'nn 
troisième plan C perpendiculaire, à A et à B. 

Il sera sur les intersections des quatre lignes droitesdontnons venons 
de parier, avec les deux plans parallèles h C et placés à trois mètres do 

istancede ce dernier de part etd'autre f l'unen-dscà , l'autre aa-cUlà. 
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Or Intersection de chacun de ces plans avec les quatre droite*, 
-vhmnequatre points; donc rimeneetion des deux plans en donne hait. 

Il &nt donc quelques conditions particulières de plus pour isoler ce 
'point des attires points de Fespace. 

Mats si on indique de plus de quel cAté par rapport an premier 
plan A, pois de quel coté par rapport an second plan B, les dis- 
' tances doivent être prises ; an lien de quatre plans, on n'en aura plus 
que deux > et le point cherche' sera sur l'interjection de ces deux plans, 
* c'est-à-dire , sur une seule droite; si de plus on dit de quel cote' le 
point est situé par rapport an troisième plan C, fl sera rintersectioQ 
d'une droite unique et d'un plan unique, laquelle est on un point; il 
sera donc parfaitement distinct de tons les autres points de l'espace. 

Au lieu de la considération de trois plans , on est, parvenu an 
moyen des projections , à n'avoir plus besoin explicitement que de 
celle de deux. 

Soient trois droites fixes AX, AT, AZ (Fig. 999) reoproqnement 
"perpendiculaires Tune à Fautre au point A, situées les deux premières 
dans le plan de la planche , et la troisième au-dessus de ce plan: cha- 
xmne d'elles sera perpendiculaire au plan des deux autres, puisqu'elle 
' Test à deux droites qui se coupent à son pied dans ce plan : ainsi cha- 
cun des plans ZAX, ZAY, XAT, sera perpendiculaire aux deux au- 
tres, puisqu'il est assujéti à passer par deux droites dont chacune est 
^perpendiculaire k chacun de ces deux autres plans ; les denx premiers 
seront verticaux et le troisième horizontal. 

Qu'on se représente un point M dans Fespace, ou situé hors des 
plans ZAX, ZAT, TAX, par exemple, en avant du premier plan, 
'• droite du second et au-dessus du troisième , et qu'on imagine de M 
des perpendiculaires MM*, MM 1 ", MM^sur ces trois plans, qui mesute- 
Tont les plus courtes distances du point M de l'espace à chacun de 
'ces plans, et de M', M", M** des perpendiculaires sur AX et AZ, 
AXetAT,AZetAT. 

La distance MM' du point M au plan ZAX, est en longueur vraie 
M" m ou A m" : celle MM'" du même point au plan Z AT, est égale à 
M"m"ou Am : enfin celle du même point M au plan horizontal 
YAX, est MM'oa M' m, ou An/. Ainsi ces distances se retrouvent 
sur les droites fixes ou axes AT, AX , AZ , et elles sont comptées du 
point A. 

Les points M', M", pieds des perpendiculaires abaissées du point d« 
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l'espèce sur les plans verticaux , sont dits , projections verticales A*, 
point M, etM"pied.de la perpendiculaire abaissée du même point sur le. 
plan horizontal, est dit projection horizontale: du point. 

Deux de ces projections suffisent pour retrouver le point ; car les 
perpendiculaires mene'es par chacune d'elles au plan qui la contient^ 
vont se rencontrer dans le point M de l'espace : la troisième projection 
résulte évidemment des deux autres. . 

Considérons maintenant une ligne droite AB située d'une manière 
quelconque dans l'espace (Fig. a3o) , et un plan. KL qui soit le plan 
xpéme de la planche : si de-tous les points de cette droite on conçoit 
des perpendiculaires abaissées sur le plan LK, tous les pieds de ces- 
perpendiculaires seront dans, une ligne droite indéfinie ab qu'on. 
nomme projection de la droite sur le plan. 

MN e'tant une portion, de AB , MTN' en sera la projection : lors- 
que le plan KL est horizontal , M*N' est dite projection horizontale.. 

Mais on observera qu'ilsuffit des projections M' et N' des extrémités 
M et N de la droite , puiscru'en les joignant » on a celle de la totalité, 
de cette droite. 

Le plan MM'NfN s'appelle plan projetant r et KL se nomme r 
plan de projection. On nomme donc plan projetant d'une droite , t 
celui qui passant par cette droite, est perpendiculaire au plan de 
projection : l'intersection de ces deux plans est la projection" même de. 
la droite. 

M/N' est la projection horizontale commune sur le plan KL dt. 

toute droite située d'une manière quelconque dans le plan, projetant, 

entre les perpendiculaires extrêmes MM.' et NN'j en. sorte qu'on., ne. 

, peut conclure ni la longueur ni la position .d'une droite de l'espace. 

de la seule donnée de sa projection snr un plan. 

Supposons toujours le plan horizontal KL (Fig.zSi) etun plan PQ 
qui lui soit perpendiculaire,de telle sorte que leur intersection PP'soït 
perpendiculaire aux parallèles LL', KK': soit la droite MN dans l'espace, 
au-dessns du plan KL, et à. droite du plan PQ; MM" et NN'' étant, 
des perpendiculaires au plan KL, M'^N" sera la projection horizon-: 
taie deMN ; de même les lignes MM' et.NIV étant perpendiculaires 
HU plan PQ , M'N' sera la projection de MN sur PQ , ou la projec- 
tion, verticale de MN. * 

Maintenant si par M W N" on élève un plan perpendiculaire à KL, 
et pat M''N'~un plan perpendiculaire à PQ, l'intersection de ces deux . 
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plans projetant , sera la droite MN de l'espace. Les données de deux 
projections d'une droite sur deux plans, sont donc des définition» 
suffisantes de cette droite. 

Dans la pratique, la projection M'N' ne se trace pas snr un plan 
qui soit réellement vertical ; on conçoit que ce plan ait tourné autour 
de PP' pour s'appliquer sur LK : alors les points W et M' se rabat- 
tent , avec le plan PQ, sur le plan LK. , en décrivant des arcs des 
points n et m comme centres , et dont les rayons sont les perpendi- 
culaires N'u et M'm abaissées des points N' et M' sur la charnière PP*r 
ces points viennent se placer en H m et M" sur les prokmgemens des 
ligues N*/* , M"m qui sont aussi perpendiculaires à PP, puisque» 
dans la rotation de PQ autour de sa charnière , les lignes N'/i et M'as 
n'ont pas cessé d'être perpendiculaires à PP' en n et st. 

On peut supposer un troisième plan passant par VSJ et P'Q, et 
qui sera conséquem nient perpendiculaire à chacun des deux premiers, 
et sur lequel on ait aussi projeté la ligne MN par deux perpendicu- 
laires menées des points M et N à ce plan. 

Ainsi, pour tout présenter dans une figure (Fig. i3a), on supposera, 
ainsi que nous l'avons fait pour un point, trois axes AX, Aï, AZ réci- 
proquement perpendiculaires l'an h l'antre ; les deux premiers étant 
supposes dans le plan même de la planche, qui sera le plan horizontal, 
le troisième AZ étant vertical ; ces trois plans seront aussi réciproque- 
ment perpendiculaires l'un à l'autre : "Y AX remplacera le plan KL , et 
ZAX le plan PQ. Le troisième plan sera conduit par A Y et l'axe 
vertical AZ. Les trois projections de la droite de l'espace, seront 
M'N' dans le plan vertical XAZ, M"N" dans le plan horizontal 
YAX, et enfin K'"M W dans le second plan vertical ZAY. 

Lorsque , pour le tracé , le plan vertical XAZ est rabattu dans le 
prolongement du plan horizontal XAY, qui est figuré par le plan de 
la planche , les projections horizontale et verticale N", W, correspon- 
dantes au même point de l'espace , sont dans une perpendiculaire 
TJT'R' à Taxe AX, ainsi qu'il est aisé de n'en rendre raison. 
Lorsqu'on se sert des deux plans verticaux XAZ et ZAY, on imagine 
que celni-ci tourne autour de AZ comme charnière, jusqu'à venir se 
placer dans le prolongement du premier, en ZAY 1 , emportant avec 
Ini sa projection M'"N'", et alors les deux projections d'un même 
point de l'espace, telles que N', N", sont sur une perpendiculaire 
fl'JS'"à l'axe AZ. 
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Pour bien te représenter h position de la droite de 1 'espace*, donnée » 
parce système de projections, on imaginera les plans XAZ et ZAx* 
qui n'en font qu'un, relevés à angle droit sur le plan horizontal, 
suivant XAV, puis 1» portion ZAV tournant <aut*tnr de AZ jusqu'à ' 
ce que AV coïncide avec AY ; alors , si par BfN' et par M"N" on 
élève des plans respectivement pespeno^culaires à XAZ , XAY, on a, 
par leur intersection, la droite en question ; elle est encore donnée* 
par la rencontre des plans projetai» élevés par M"N', «t p&* M^'N*", 
ou par M"N"et par M "W ans plans qsn ren&rnient oes pro- 
jections. 

Ainsi deux quelconques de ces -promotions isolent oourplétaneiir la 
droite de l'espace, c'est à-dire qu'eUee en définissent la position. 

On pent, an moyen de deux projections, obtenir en longueur ' 
▼raie , la droite de l'espace sur Fan des plans de projection , et Moto*- ' 
choisirons àsxt effet le plan bar izontal. ( Fig. a$3 )w 

On observera que les points de la droite, projets? kerizentatenien* > 
en M*, N", et verticalement en M', N', sont à des hauteurs M'ro% 
Ti'n" an-dessus de M" et N"; en sorte que la droite de l'espace , Iea 
hauteurs verticales de ses points extrêmes et sa projection horizontale' 
M"JN", forment un trapèze dont le plan passant par M'W,.est ver- 
tical; si on imagine ce trapèze tournant autour de sa hase M"N'V 
comme charnière , les perpendiculaires extrêmes qui en sont lés côtes 
parallèles , le seront constamment a la projection M"N" en N" et M", 
et elles n'auront pas varie' de longueur; ainsi le trapèze rabattu dans 
le planYAX, sera N*NMM", dans lequel les perpendiculaires- 
M"M, N"N sont égales à M' m", NV. Ce .trapèze suppose relève 
verticalement sur XAY, après avoir tourne' autour de M"N*, don- 
nera la longueur et montrera 1 là position vraie de la droite MN de 
l'espace. 

Tout point du plan horizontal, tel que H' ( Fig. a34 ), se projette 
verticalement en R sur l'intersection AX, parce que ce point R' est à 
une hauteur nulle au-dessous du plan horizontal : tout point dn plan 
vertical ZAX, prié soit au-dessus , soft au-dessous du plan horizontal, 
se projette horizontalement sur la même intersection AX. Ces remar- 
ques vont nous servir. 

Les caractères auxquels on reconnaît qu'une droite de l'espace est 
horizontale , verticale ou parallèle à Tua des deux plans coordonnes , 
se déduiront aisément de la notion de projection. On verra sans peine 
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que, daiis k prermîer cas, les projections verûcsJes de bôVoîlr, aoo% 
parallèles an axes AX et Aï $ et que sa projection horizontale est 
égale à la droite de l'espace ; que, dans le second , la projection b*~ 
rizoniale est en point, tandis que les deux projections v< nie aies 
sont peroendicalaires ans axes AX et Aï, et égales à la droite de 
l'espace. On conclura encore de la définition de projection, que* 
deux droites parallèles dans l'espace ont lemrs projections sur W 
m/me pfan» parallèles l'une à l'autre : en effet, les intersections des 
denx plans projetans parallèles par le plan de projection , sont des 
lignes parallèles. Mais ce qu'il est essentiel d'observer, c'est que » 
doux points, donnes dans deux plans coordonnes dont l'un soit ra- 
battu dans le prolongement de l'antre, ne sont pas sur une perpendi- 
cnlaire à l'intersection de ces denx plans, ils ne peuvent être les pro- 
jection a sqr ces. plans, d'un même point de l'espace. Si les denx pro- 
jections d'une ligne de l'espace sont des droites, la ligne de l'espaçai 
es* elle-même une droite. 

PROBLÈME PREMIER. 

Pètermtner le» points dans lesquels une droite de l'espace , prolongée indéfr-ï. 
niaient, perce les plans horizontal et vertical «Le projection. ( Fig. s35 )• 

Soient toujours N'M', N"M" les projections verticale et horizontale 
d'une portion définie d'une droite de Pespace :. cette droite prolongée 
Suffisamment, ira percer le plan horizontal , ce qui résulte visiblement 
du cours de sa projection verticale N' M'. Mais le plan suivant lequel, 
cette droite se projette sur XAZ, c'est-à-dire, le plan projetant, ayant 
pour intersection avec XAZ , Sa projection verticale K'M' ou K'Rj 
rencontre le plan horizontal snivant la perpendiculaire RR' à Taxe, 
AX : donc la droite de l'espace étant toute entière dans ce plan , ne 
peut percer le plan horizontal <jne dans l'un des points de RR'; 
d'ailleurs, la même droite, en tant qu'elle est aussi contenue dans 
le plan vertical mené par N"M", ne peut rencontrer le plan horizon- 
tal que dans l'an des points de sa projection N" M" prolongée , donc 
nécessairement cette rencontre est en R' dont la projection verticale 
est R , intersection de la projection verticale N'M' suffisamment pro- 
longée avecTaxe AX* 

11 reste, à trouver le pojnt où la méuie droite va rencontrer, la por~ 
lion inférieure du plan vertical XAZ mis en, position. Supposons la 



DE GÉOMÉTRIE. , att 

projection horisontale N"M" continuée jusqu'à Taxe AX en R"j 
R' R" sera Ja projection horizontale de la portion de la droite de 
l'espace, comprise entre les points dans lesquels elle perce le plan ho- 
rizon ta] et le plan vertical daus sa partie inférieure au plan horizontal: 
d'ailleurs comme le plan yertical projetant dont la trace horizontale 
est N"R", a pour trace dans la portion du plan yertical \ inférieure 
an plan horizontal, la perpendiculaire R"R"' à AX, le point de 
rencontre cherché ne peut être que sur R"R'"; mais aussi ce même 
point ne peut se trouver que sur RR'* ; donc il sera à l'intersection 
&"' des deux droites qui doivent la contenir. 

Nous allons appliquer les principes précédens à la solution d'une 
série de questions ayant pour objet de déduire trois de ces six choses, 
savoir : les trois angles linéaires antour d'un angle trièdre et les trois 
angles dièdres entre les faces , de trois quelconques d'elles supposée* 
connues, 

PROBLÈME II. 

(tant donnes «taux angles linéaires on denx faces , et une inclinaison non 
comprise, construire l'angle trièdre. (F\g. a36 ) 

Ainsi on donne les deux angles on les deux faces DSC, CS6 , et 
l'inclinaison de la face DSC sur la face indéterminée DSX , et il faut . 
assigner la limite de cette dernière face , c'est-à-dire, construire l'an- 
gle trièdre §. 

L'angle entre les deux faces DSC , DSX , est celui des deux lignes 
d'intersection de ces deux faces par un plan perpendiculaire à leur 
commune arête SD : si on imagine que le plan de cet angle tourne autour 
de son côté DE situé dans la. face DSC» jusqu'à venir se coucher sur 
cette face supposée dans le plan de la planche , il sera en FDE. Lors , 
donc qu'on voudra se représenter la face illimitée DSX, en position 
Traie , il faudra d'abord concevoir le plan de l'angle FDE yertical, et 
la face DSX qui est encore daus le plan de la planche, tournant 
autour de l'arête SD comme charnière, jusqu'à venir s'appuyer sur 
DF. Alors si Ton imagine que la face donnée CSB qui est représen- 
tée dans le prolongement de DSC , tourne autour de l'arête SC, elle 
engendrera par son arête SB la surface d'un cône ayant son sommet 
en S j et suivant la relation qui existera entre les angles FDE , CSB 
dqnnés , il arrivera que ce cône coupera la face illimitée suivant deux 
arêtes, on que cette face lui sera tangente, c'est-à-dire qu'elle le touchera 
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suivant une arête, eu enfin qu'elle ne le rencontrera pas. Dans le pre- 
mier cas , il y aura deux angles trièdre» possibles; nn seul dans le se* 
cond j et enfin le problème sera imposable dans le dernier. Nous con- 
sidérerons ici le cas de deux intersection*, parce qu'il ren fe r m e le 
second. 

Du point D je mène un plan vertical perpendiculaire à l'arête SC ; * 
il coupera la face illimitée en position Traie , suivant nne droite, et la 
face donnée CSB , suivant une ligne qu'on voit en KG dans le rabat- 
tement de cette face sur le plan horizontal. Que la face CSB retourne 
dans sa position vraie , le point G se mouvra sur nne circonférence 
GHLI, etc. dont le centre sera enK, le Tayon KG, et dont le plan sera 
vertical : dans l'hypothèse que nous faisons , cette circonférence qui 
est la trace du point G dans l'espace, et qui est toute entière sur la 
surface conique décrite par SB , est rencontrée en deux points paf 
l'intersection avec la trace illimitée, du plan vertical mené par D, pfau 
dont la trace horizontale est DK : il s'agit donc de trouver ces points de 
rencontre. 

A cet effet , supposons au point K une verticale prolongée jusqu'à la 
rencontre de la face illimitée en position : si l'on conçoit par son extré- 
mité, une parallèle à SD, ou une hqrizontaledausla face illimitée, hori- 
zontale prolongée jusqu'à la rencontre du côté DFen position, et qu'on 
imagine un plan par cette horizontale et par la verticale enK, leqael 
rencontrera le plan horizontal suivant KE, et le plan vertical de l'angle 
en D, suivant EF,on voit que la verticale en K jusqu'à la face illimitée, 
sera égale à la hauteur FË, et que les points de rencontré de la circon- 
férence GHLI en position et de la trace que laisse dans la face illi- 
mitée , le plan vertical suivant DK et la verticale en K , seront ceux 
qu'on cherche. 

Imaginons maintenant que le triangle vertical formé par DK , la 
verticale en K et la trace dans la face illimitée , tourne autour de DK 
comme charnière, jusqu'à se rabattre dans le plan de la face DSC, 
c'est-à-dire, dans le plan de la planche 5 la verticale passera toujours 
par K , et ne cessera pas d'être perpendiculaire à DK ; couséquem- 
ment elle viendra se placer suivant KO j ei si l'on prend Kw= EF 9 
son extrémité tombera en in: d'ailleurs la circonférence décrite de K, 
comme centre, avec le rayon KG, rabattue sur le même plan, est 
GHLI : donc menant D m, et prolongeant cette ligne, les points de 
rencontre L et H seront ceux qu'on cherche. 
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En effet, qu'on se représente tout en position vraie , on Tetra aisé* 
ment que les points L et S , H et S déterminent les deux limites de là 
face indéfinie. En observant que , dans tontes les positions de cette' 
face antbnr de SD, le point L , par exemple, est toujours ànr une' 
circonférence décrite de D comme centre , avec DL comme rayon ,' 
circonférence qu'on peut décrire sur le plan horizontal, et qui est 
LX', et qu'aussi ce point qui coïncidait arec G dans la pyramide 
formée , est toujours sur une autre circonférence décrite du centre S ' 
arec le rayon SG , et qu'on voit en GIX', il sera facile de reconnaître 
«rue SX' est une des limites. La seconde limite SX sera donnée par 1 
l'intersection X des circonférences HX et GX'X. 

Il n'y a qu'une pyramide possible lorsque la ligne Dm est tangente 
& la circonférence GHLI : le problème n'a pas de solution , lorsque' 
cette ligne D m ne rencontre pas la circonférence. 

PROBLÈME III. 

Étant données doux inclinaisons et la face adjacente, trouver la troisième 
arête ou les deux autres faces de l'angle trièdre. ( Fig. ri? ). 

Soient BSC la face donnée dans le plan horizontal, F DE, 
TE'DIL' les deux inclinaisons connues : il s'agit de limiter les deux 
autres faces. 

Concevons les plans FDE, FiyE' perpendiculaires sur SG et SB, 
«Uns leur position vraie, c'est-à-dire , verticaux ; prenons sur les côtés 
DF, D'F' deux points G , G', de manière que D h ou G g =x Q'g f é 
«t menons par ces points qui seront a même hauteur au-dessus du 
plan horizontal, des horizontales dans les faces illimitées) elles iront 
concourir en un point de l'arête inconnue, dont la projection horizon- 
tale K est facile à trouver: en effet, les pointsGet G' de l'espace étant 
-projetés horizontalement en g et g' par les perpendiculaires Qg et 
G' g' , les projections horizontales des horizontales de l'espace, seront 
les parallèles gK,g'K' aux arêtes horizontales S G , S B. 

Si l'on fait mouvoir les plans SDT', SDF, qui sont les positions. 
Traie* des faces illimitées , l'nn autour de SB , l'autre autour 4e SC , 
jusqu'à ce qu'ils viennent en BSX', CSX dans le plan horizontal ^ 
le point de l'arête inconnue dont & est la projection horizontale» 
Tiendra se rabattre sur l'un des points des perpendiculaires KL/, KL 
«ux arêtes SB , SC; de plus ce point restera à «ne distance du sonar 
xnet, S égale à l'hypoténuse d'un triangle rectangle qui a pour côtés 
«djacens à l'angle droit, SK, g'G' on Ggj donc, dans le développe- 
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ment, ce point sera wmm sur le cercle LIL' décrit de S, comme 
centre, arec cette hypoténuse pour rayon , et par conséquent il s» 
tr o u vera à la rencontre de ce cercle LIL qu'on peut décrire dans le 
plan horizontal, et de chacune des perpcnrficolaîres KL', KX»^ 
«roi font le» traces horizontales des plans verticaux des cercles que 
décrit le point dont IL est la projection, lorsque ce point est emporté. 
arec les faces SDT' et SDF : donc WSL', DSL seront les faces 
cherchées. 

. Nous fierons connaître le procède' graphique qnî donne la troisième 
inclinaison, on l'angle entre les faces BSX', CSX {Fig. a38 ). 

En supposant toujours la face BSC dans le plan horizontal , nous 
coopérons le trièdre par un plan vertical XBC , en sorte que les 
deux antres faces seront SBX et SCX , et il s'agira de trouver rangée 
entre ces deux faces , puisqu'on connaît déjà les autres raclïnaisons. 
L'arête SX suivant laquelle se coupent les faces SCX , SBX , percera 
le plan horizontal en S et le plan vertical en X. Comme le point X a 
m projection horizontale en R, sur 1 ratenectkm BC des deux plans oV 
projection, XRe^antperpendicn]aireàBC,etqneSestdansleplan 
horizontal, RS sera la projection horizontale de l'arête SX. L'extrémité 
S est projetée verticalement en Q par la perpendiculaire SQ sur- 
BC; l'autre extrémité X est sa projection verticale; donc QX est m 
■ projection verticale de l'arête SX. 

Imaginons un plan perpendiculaire en un point quelconque de 
l'arête SX , et consêquemment perpendiculaire au plan SBX suivant 
lequel cette arête se projette horizontalement , et soit MN sa trace 
horizontale : ce plan coupera les faces SCX, SBX suivant deux 
lignes qui fermeront entre elles un angle opposé à MN, lequel sera 
l'angle cherché. 

La trace horizontale MN sera perpendiculaire à la projection hori* 
zontale SB de l'aréle SX , puisque MN et SB sont les intersections 
de deux plans perpendiculaires entre eux, par un- troisième plan qut 
est BSC. 

La droite menée du sommet de l'angle cherché, à l'intersection P 
de SB et MN , est la hauteur du triangle formé par MN et par les 
deux côtes de cet angle ,' ce qu'il est facile de voir, en observant que 
la. projection horizontale de son sommet, est en quelque point de BS , 
trace horizontal du plan projetant de SX qui contient ce sommet. 

Si l'on fait tourner ce triangle autour de MN, comme charnière, 
jusqu'à ce qu'il vienne se coucher sur le plan horizontal vers S, sa 
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hauteur passera toujours par P, et ne cessera pas d'être perpendicu- 
laire à M N en ce point, en sorte que l'autre extrémité qui est le 
sommet de l'angle, tiendra se rabattre sur un des points de la droite 
PS, en T, par exemple. 

Pour trouver la longueur Traie de la hauteur PT qui , en position 
▼raie , est perpendiculaire à SX» supposons que le triangle SRX 
tourne autour de RX comme charnière, jusqu'à venir s'appliquer 
sur le plan vertical; le point S décrira dans ce mouvement un arc 
S S 1 de R comme centre, avec le rayon RS> en sorte que l'arête SX 
se placera en XS'j le point P aura décrit l'arc PP' de même centre 
avec le rayon RP : si du point P / on mène P / P / ' perpendiculaire sur 
S'X, on aura la hauteur PT = P'P" qui , comme nous l'avons vu, 
fait trouver le point T, et conséquemment l'angle cherché MTN. 

PROBLEME IY. 

Connaissant dans tin angle trièdre deux faces et l'inclinaison comprise , 
déterminer la troisième face. (Fig. a3$). 

Soient BSC, BSD les deux faces données développées sur le plan 
■de la face BSC, supposée horizontale: ayant mené un plan ABD 
perpendiculaire à la droite SB, lequel coupe la première face suivant 
BD, et la seconde suivant AB , l'angle FBD entre AB et BD , lors* 
qne la face BSD est en position vraie , sera l'inclinaison donnée do 
la face ASB sur la face BSC. L'arête SA partant de sa position dans 
l'espace , et tournant autour de SB comme axe, engendre la surface 
d'un cône droit dont la section par le plan vertical ABD qui con- 
tient l'angle vertical FBD, est le cercle AaF dont le centre est B, et la 
rayon BF=BA , cercle dont nous supposerons le plan rabattu sur la 
plan horizontal. Le point F en position vraie , dont la projection hori- 
zontale est D , appartient à l'arête cherchée dans l'espace. Qu'on fasse 
tourner cette arête autour de SC comme axe , elle engendrera la sur- 
face d'un cône droit , et le point F, en tant qu'il appartient à l'arête 
inconnue SX , décrira un cercle qui sera la base de ce cÔne , cercle 
dont la trace horizontale DEL est perpendiculaire à SC : la troisième 
lace cherchée étant ainsi appliquée dans le plan horizontal , le point 
F doit tomber sur DL , et parce que sa distance à S n'a pas varié, 
il doit être sur le cercle décrit de S, comme centre, avec le rayon SA : 
oe point est donc en L , et la face cherchée est CSL. 
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PROBLÈME T. 

Étant douées le» troi» faces à'mn angle trièdre, troarerks trais inclinai* 
s«bs. ( *V. • 4 °)« 

Sapposons k pyramide développée nr le plan de la face BSG 
«jai est toujours celai de la plancha, en aorte qoe les deux antres 
laças soient en CSD, BSD*: après avoir pris SD= SLV, nom mè- 
nerons par D et D' deux plans p c r psndtcnlaires ans arêtes SG et SB, 
dont les traces horizontales seront DO, D%). Si on imagine la pyra- 
mide formée, les droites EO et ED, EO et E1V formeront deux 
.angles dont les plans seront verticaux, et qni mesureront loindiiiai- 
som des faces CSD, BSD' sur la face BSC II s'agit donc de trotrrer 
graphiquement ces angles. Les points D et LV réunis en on seul dans 
l'espace , ont pour projection horizontale le point O , puisque dans 
les moavemens de rotation des faces CSD, BSD r antonr des char- 
nières SC , SB , ils décrivent des arcs de cercles , dont les w o je ttions 
horizontales sont DEO, D'E'O; en sorte que la hauteur Terticale 
de D on de D' au-dessus de O , les droites OE et ED forment on 
triangle rectangle dans lequel l'angle opposé à la Terticale est l'incli- 
naison de CSD sur BSC; l'angle OE'D* en position, est aussi l'incli- 
naison de BSD' snr BSC. Si on fait tourner le triangle rectangle OED 
en position vraie , autour de OE comme charnière, jusqu'à ce qu'il 
se rabatte sur le plan horizontal , la hauteur Terticale tombera suivant 
OR perpendiculaire à OE ou parallèle à ECj l'hypoténuse Ï2D 
n'aura pas varié de longueur : ainsi décrivant de E, comme centre, 
arec le rayon SD , un arc de cercle DR , l'angle OER sera 1 incli- 
naison de la face C$D sur BSC. On trouTera , par la même cons- 
truction , l'angle OEK', inclinaison de l'autre face D'SB sur BSC 
On doit aToir OR'— OK , puisque dans l'espace, les points R et R' x 
D et D 7 se réunissent en un seul. 

H reste à trouver la troisième inclinaison , question résolue précé- 
demment. 

Remarque, Les six questions qu'on peut se proposer sur l'angle 
trièdre , savoir : 

i a . Étant données deux faces et une inclinaison non comprise; 

3°. Etant données deux inclinaisons et la face adjacente ; 

3°. Connaissant deux faces et l'inclinaison comprise; 
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(°. Étant données les trois faces d'un angle trièdre; 

5°. Trois inclinaisons éum donoces j 

6°. Deux inclinaisons et une face à laquelle nue seule de ces incli- 
naisons est adjacente > 

construire l'angle trièdre , peuvent être réduites à trois par la consi- 
dération dn trièdre supplémentaire (XVI , théor. IV) , et dailleur» 
ces questions onjt été résolues par la trigonométrie sphérique (XVHI). 

Les bornes de cet ouvrage ne nous permettant pas de nous éten- 
dre davantage sur les applications de la méthode des projections , - 
nous ne pouvons crue renvoyer à l'ouvrage de M. Monge. 

CHAPITRE XXIV. 
De la polygonométrie et du levé des plans. 

!•. POLYGONOMÉTRIE. 

Ok entend par polygonométrie , Fart de déterminer dans nu 
polygone- recul jgne quelcoqque, plusieurs de ses parties à J'aide de 
celles qui sont connues. Pour effectuer de telles opérations, il faut 
donc , comme dans les triangles , connaître les diverses relations qui 
existent entre les côtés et les angles d'un polygone. 

La polyédrométrie est, aux polyèdres ce qu'est la polygonométrie 
aux polygones : cette partie de la géométrie , dans laquelle on consi- 
dère les diverses relations entre les angles dièdres ou plans et les 
angles linéaires, est eneere trop peu avancée pour -former une doc- 
trine complète, et par celte raison nous renverrons le lecteur à ce 
crue nous en avons dit dans le recueil des théorèmes qui fait suite aux 
réciproques. 

THÉORÈME PREMIER. 

Dans tont polygone , chaque côté est égal à la, somme des «aires multiplié* 
chacon par le cosinus de l'angle qu'il forme avec le premier cote. 

Ce théorème est évident à l'inspection de la figure $ car dans le 
«jnadrilatère ÀBCD , la hase AB est égale à la somme des segmens 
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Ad, de , cB détermina par des perpendiculaire* abaissées des êotÈè* 
mets D et C snr cette base , et chacun de ces segmens est égal à 
l'hypoténuse d'un triangle rectangle, multiplie' par le cosinus de 
l'angle que fait avec AB chacune des hypoténuses AD , DC, CB 
prolongées suffisamment. Posant donc AB = a , BC= b, CD = c, 
DA = d, et désignant par (a, b), (a, c), (a, d) les angles entre 
les côtés a et b , a et c , a et d 9 on aura ( XI. trig. ) 

a = & cos ( a , 6 ) -4- c cos ( <i , c) -+- d cos (d , <J). 

Remarque. Cette proposition <jui sert de base à la théorie, n'est 
pas restreinte aux polygones plans. 

THEOREME II. 

Dans tout polygone, la somme des cotés multipliés chacun par le cosinus de 
l'angle que forme sa direction dans le sens du périmètre , avec une droits 
quelconque tracée à volonté dans le plan de ce polygone, est égale à séro. 
{Fig. *4a). 

Soit AX la droite à laquelle on rapporte tous les cotés du poly- 
gone ADCB, et nommons x cette droite indéfinie: si du point 
B on abaisse sur AX la perpendiculaire B6 , on aura en vertu du 
théorème précédent , et en faisant usage de la notation adoptée, 

Ab = b cos flfc , x) •+■ c cos (c, x) -h d cos ( d, x ) $ 

d'un autre côté le triangle rectangle AB b donne 

A b = a cos. BAX; 
donc 

a cos. BAX = & cos (h, x) -*- c cos (c, x) -+- dcos (d, x) ? 

mais on sait que cos ( aoo<* — s) r=r — cos. z ; partant 

cos. BAX = — cos. BAX' =x — cos {a f x ) j 
donc enfin 

a cos (a, x) ■+• & cos (6 , x) ■+- c cos(c, x) -+• deo§(d, x)±±a. 

Remarque, Les angles (<J, x) , (c, or), (&, or), (a, x) sont les 
mêmes que les angles (d 9 a) , (c, a), (6 « a)- du théorème précé- 
dent, dans lequel le côté AB tenait lieu de Taxe AX; et au lieu de 
l'angle (a, x ) = BAX qui serait nul dans le théorème cité, et dont 
le cosinus serait l'unité, on prend ici, conformément a l'énoncé, 
l'angle supplémentaire dont le cosinus est] le même , à la dùTérence 
près du signe. 
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THXO&SXE III* , 

Dans tout polygone , le quarré d'un côté quelconque est égal * la somm* des 
quarrés de tons les autres côtés, moins deux fois les produits de tous col 
autres côtés multipliés deux à deux et par le cosinus de l'angle qu'ils conv 
prennent. {Fig. a4i ). 

Posons toujours AB = a , BG = b , CD =c , DA =. cf.... on aura , 
par le théorème I. 

(1) a = b cos (a, b) + ccos (a, c) -*- d cos (a, d) 

\?) b = a cos (b, a)-+-ccos(fc,c)-+-</cos (b 9 d) 

f(3) c = a cos (<?, a) •+- £ cos (c, 5) -+-' d cos (c, d) * 

(4) •# == « cos (d, «) -f- 5 cos ( d, b) + c cos (d, c) j 

en observant que pour passer de (1) à (a), il ne faut que changer 
dans (1) a en b et b en a jque pour passer de (*)' à (3) , il ne faut 
que changer dans (a) b en c et réciproquement c en b , et ainsi des 
autres. ». ' • 

Multipliant par a la première équation, la seconde par 6» la troi^ 
«tème par c , la quatrième par d, etc. , et ôtant la somme des der- 
niers produits du premier, il Viendra 



a 



: , =4 , + c*+ d 9 ■+• etc. — 11 < *tc cos (£,c) H- &<Zcos{6,<i) 
-+- cd cos (ci d) 4- etc. f 

ce qui est la propriété énoncée , et on remarquera que celle du trian- 
gle obli^nanjgle ( VIILtheor. HI et IV,) n'est qn'«n cas particulier de 
ce principe général. En effet , pour 4= et AÇ étant c, cette for- 
muteWïédûit a a* =3 b* -4- c a — a bc cos ( b, c ) : mais si de A on 
mèoe)a perpendiculaire Ai/ sur GB, on aGa's ccos (5, c)$Monc 

^ AB 1 = B? + Xè a — 2CB + Ca. 

Pour ^ntrqduiie dans la formule ci-dessus les angles même du po- 
lygone que nous supposerons de quatre côtés, on remarquera qua 

(6,c)=rC,(^,d) = C4-D — aoo rf , (c,d) = Di 
£onc 

18 
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a» = b % •+• c* -4- <** 
_af^cof.C — Wcot. {€*BJ •«- «fco*D -I- etc. | 

à = 5» -♦- c* -4- <*» •+• e* 
r Bccbs C~Wcos(t+B)+*ecos(C-hD-*-E) I 
*~* J -+-cdcos.D— c*cos(D-4-E)-h«fccos.E 5 

propriété-' quli scra^cflc détendre à dès polygones d'un nombre 

quelconque de côtes. 

THÉORBUB IT. 

he durable de i'abe d'an* «gare rectiligne quelconque, est égal à la aoaae 
des produit» de tes côté», excepté un, multiplié* deuxàdemx, et parla 
sinus de» angle» qu'il» comprennent' {Pig. a4i J. 

Pour «amplifier, prenons un quadrilatère : si on prolonge CD et 
BA jusqu'à leur rencontre en O, on aura 

S = srnf. OCB — surf. ODAj 
sbietlt ÔA ss et, «D ±t y : on sait que 

surf/oGB = ^^ j3 te|(^y)(i»*li)-*.^ 

, ««rf.QDA^ PV ^ l^sin.Oi 
eu observant ^Çc={* + 7)û*O«?d=yto-Oi*0+ 

quemment <* 

s ^ I/( c .+->)(« 4- *) sin. O — | ** sin. Q 

«, | «o si», O + I «y «*• O . + £ « *»* ftîu: 

d^ffléttrs^ttiiWsjle Œ>A dffonww 



J sin. A 



.fc . rfa=«in. ^; s*n. O j 1 

/ on aura > 

y : d : = sin. A i sin. O Y .:. . J ? ~ jEnTO* 
et la valeur de S deviendra 

On peut introduire dans cette formule tes «angles dû polygone? 



car 



(a, «) = O = A + D -*- aoo<*, («, d) = A, (c, J) = D* 
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ttonc 

S =* | \ ad sin. A -*~ *c sin (À ■+• D) 4- cd sin. D) \. 
Un procédé analogue donnerait pour Taire du pentagone ABÇDE, 

S I i flt«in.5— i «csin(B-+-C)-»»-<Mf8in(B-H- C-+-D)) 
^ * t *- 5c sin. C— bda,\n{G+V) -+- o/sin. D )" 

On composerait facilement des formules représentatives <Jes aires des 
antres polygones. 

Remarqua. D faut observer, r°, qu'il s'agit ici, comme dans les 
formules précédentes, des angles intérieurs du polygone j 3°. que le 
principal avantage de ces formules consiste en es quittai dfepens^af 
de coostrntre une $go*e} elles sje présenteraient sous une forme plus 
syméttiqoe iglatîrem*nt auj signes* si au lien des angles intérieurs 
dtt polygone ,.*n employait les angles extérieurs , c'est-à-dire , ceu£ 
*jui gont forme* par un côté de la tf gare et le prolongement du côté 
suivant. 

PROBLÈME PA.feJftlER* 

Connaissant dam le ^nadrilatçyrt AP CD, les c6t£s h, c > d, et les angles 
A , D, on en demande les antres parties. {Fi g. *4i )• 

En conservant les notations employées (Théor. I) ,'ori voit sur-le- 
champ que la perpendiculaire Ce à A B, est en même temps égale à 
b sin (a, b ) et à' c sin (a, c) -H dsin (a,d)j donc 

6 sin <<*,*) *s e sia <*, r) H- «{sin {«,<!)$ 
c'est a<diit # 

b sin. B =; J sin, A ~ c çia ( A -f D ) , 

formule qw donne l'ange B. Pont ttoujethcéké a, on mènera de 
A une perpendiculaire A a' sur CB, et on aura, comme précé- 
demment ^ 

a sin ( b > a ) =s c sin (&, c) -+■ Jsln ( b , <f) 

formule qui devient 

rtsijn-B^icsin,jC — <fsin Vl (C-4- P). 

Lesa^gk»4^P,*^aii|c9iHin«ia9a , 

C ■* 4oo° — (A ♦* D -*-B.) # 

#tcoas^j»«mine^tft»ïWut«a)çul«c/z. 
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On pourrait encore recourir à la formule 

a = b cos (fl, 5") -t- « cos '(*« *) -4- <f cos (a, cf), 

démontrée (Théor.î). 
De ces deux formules 

b cos (a, £) = tf — c cos (a, c) — d cm (a, tf) 
b sin (o, è) = c sin (a, c) -f- à sin (a, <f), 

on tire par la division « 

. k „ • J sin. A — c «in ( A •+- D ) 

Xânj («, b) = ung. B = a _ dcot , AH . c ^(A^D), 

«t ^ par la méme-raison , 

A — c sin. D — & sîn (G -4- D) 
tang. A — a _ ^ cos. o -^ ^ cm (C + D ), 

formules qui serviraient à évaluer le troisième angle d'un quadrilatère, 
si Ton connaissait trois de ses côtés et les angles compris entre ces 
oôtés. 

PROBLEME II. 

Résoudre le pentagone ABC DE. (JFV^. «43 ). 

Après avoir abaissé les perpendiculaires C c , Ee sur AB , et mené 
Jes parallèles D<î', Ee' à AB, on trouve ces deux valeurs de Ce, savoir 
b sin. B et c sin ( c , a ) -+- d sin ( d, a ) ■+- e sin. A ; ainsi 

b sin. B = e sin. A4- d «in (d, a) •+• c sin ( c-, a). 

Or si Ton suppose les côtes DE , CD prolongés jusqu'à la rencontre de 

B A , on a 

l'angle ( d, a) = A -t- E — *■'$ 

Sangle (c, a) = A -*- E *- D — ar, 

w étant la demi-circonférence : on a donc 

b sin. Bx=e-sin A-— <?sin (A-t-E) 4- csin. ( A-t-E-+- D). 

Mais , si au lieu de calculer B , il fallait déduire de cette relation h 
valeur de l'angle A , on serait obligé de développer les facteurs dani 
lesquels cet aftfgle se trouve engagé. "On aurait ainsi 

b sin. B = e sin. A — d stn. A cm. E — dcos. A sin. E 

■+• v sin. A cm {D h- E ) -*- c «os. A sin (D-4-E), 

et après avoir substitué pour cot. À «a talcnr y i .— • sin.* A, 
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Knoomine A serait donnée par une équation da second degré» 
Pour b = o , le pentagone se change en quadrilatère, et la formule 
précédente donne , après-la division par cos. A , 

_ <* sin. E — c sin (D -♦- E) 
*"* A "" e — <f cos. E.+ ccos(D-l- É)' 

et comme alors l'angle D devient C* l'angle E devient D , e devient 
«/, d se change en c, et c en b, comme on le voit en passant de la., 
figure 343 & la figure ifa , (on a , comme ci-dessus 

. c sin. D — b s in (C -f- D) 

tang. A — dmmmCOOêaD + bTôTJclTU)': 

PROfiLÈME III. 

Évaluer la surface «Ton polygone, connaissant l'an de ms cote* et les angles 
aux deux extrémités de ce côté, entre ce même côté et les antres sommets 
N du polygone. (Fig. a44). 

U n'est pas ton jours possible de mesurer tons les côtés et tous les 
angles d'un polygone; souvent même on est réduit à prendre pour 
base unique un de ces cotés , et à déterminer les sommets des angles 
par des intersections. Nous allons montrer comment on peut, dantv 
«e cas , évaluer la surface. 

Soient ABCDE le polygone propose*,. AB = a la base mesurée : 
soient en entre les angles observes an point fi 

EAB ss • , DAB = «r , CAB = ^ 
les angles observés au point B , 

£BA as s', DBA = /', CBA = >': 
ona- 

snrf EAD = ^ x AP sin. EAD?. 

mais le triangle AEB donne 

«n (• -*■ t') : a = sm. •' : AE 



sin (t-t-f')' 
le triangle DAB donne 

sin. («T -*■ *'l 1 a =sm. ? : AD = . 1 . -r-, 

v *• sin( ^-*- f f \* 

donc 

surf. EAD - a ^ (§ ^ §/) ftm (# + n - 
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on trouverait de la rnéW *a«iére 



"** DAC —» a»(' + «n**<y + y> 

far conséquent Faire cherchée est 



sin. s' sin. J 1 &in (« — »**) 
sin (§-♦-•') sin (/ H- *' ) 

» \ ^ «in / / -L. J^ «in f i, .4. *' J 

4 



si*. > sin. >' 



sin (y -4- y 4 ) * 
Prenant le point B pour sommet commun des triangles qui composent 
la surface du polygone , on parvient à 

sin. y sin. / sin (y — • f) 
sin (> -+- y') sin (/-*-/') 

«A ÀBCBB - I «' V . «m- f«i°V »!"(>' -V') 
~ sin ( ^ -h y ) sm ( y 4- >*) 

sin. i sin. t* 
+ sin ( t 4- •") * 
Xes premiers essais 6» ce genre sont dus à Lamhert , mais ce 
grand géomètre ne s'occupa que des quadrilatères ; après lui d'antres 
sayans étendirent cette théorie, et entre autres Lèxell, dans deux 
excellentes dissertations insérées dant les 19* et 10* votaano èk 
Mémoires de Pétershourg^ MM. ^huilier de Genève et Carnot, 
membre de l'institut national , ont enrichi la polygonome'trie et la 
polyédrometrie de leurs propres découvertes. Voyez encore sur cette 
matière le n°. 59. et suivans du Traité de Topographie x d'Arpentage 
et de Nivellement , par M. Puissant* 

*•. LEVÉ BEfi PLANS. 

Former la carte d'un pays de pen d'étendue , e'eet eemtrnir* suc 
le papier une figure semblable à celle du terrain dont les différentes 
parties «ont supposées projetées snr un plan bèrfeontal par tfces per- 
pendiculaires abaissées de tous les objets sur ce plan. 

On nomme carte topographùfue 6a pl*à, 4e dessin qui represeAtt 
tous les deuils d'une contrée ou d*anedct»aie», 
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Quant mt carte* «udtoasaant beaucoup détendue de pays, et 
.rfèfrant ^a« les objets les plus remarquable* ; on las appelle «an** 
<$éngtaphkjms. 

Pour déterminer fit peamous «espeotivee «les poncSpaufi points 
tfttn plan, iliaut considérer ces peints comme les sommets des an- 
<glc* aie tricots qui , par Jeur eaeb&lnemaat, -forment su* le terrain 
nb reveaa contHru dan* tout le* sens. Cm, triangles réunissent les, 
concluions les plus nnni aym , iorsqtfils «ont les plot <grimds pos- 
sibles, qu'il» approchent 4e plot ik fe forme eqoilasersle , et qu'As. 
••ont lies au moins * une ligne principale ou ha$e. Lorsque celle base 
et les trois angle» de «fraque triangle sont mesures , on a tous les éW- 
mens nécessaire» pour catenlertle proche en proche les distance» «en» e 
•les objets, oe gui constitue le cénëua* du plan: -C'est en oela que 
•consistent le» opérations géûdésiques. 

Wons ne nous arrêterons pas a décrire les deux mstranvens em- 
Jpfeyés à la mesure des «nglee, savoir , Je graphomètre qui n'est pins, 
•guères en usage que parai 4ee arpenteurs, et le cwd* repétkeyr <\v 
Borda, instrument précieux employé •depuis quelques années. C«»l 
princtpaleantftt dans les grandes opérations géodesiques, oomme 
«elles qui ont pour objet la mesure dW arc du méridien , ou hs\evé 
«viguneméttique d'an fjrand État , «rue le cercle répeakenr est indi*- 
peuaanle. {Voyez, sur (x map*. ,U ïïrmèlé dm Céodésù* &• fumant, 
et la base du Système métrique, put M. Delambre). 

Lorsqu'on lève la carte d'un pay*> •» n'est pas tau joues le nsattne 
•de placer des signaux oeemnodes 'pour ï'obseroràon', tel» qne ceux 
«rui son* formé» de pyramides creuses» etc. Il faut souvent profiter 
des doenem , des tours on d'autres objets élevé* qui sont Jes sosauitts 
des angles des triangles du réseau. De là la né<se»si&B&&rue«ae dofcscr- 
ver à quelque distance de tf'-ase du signal, qui est le centre de la «lotion, 
«entre qui peut être visible et -accessible , on invisible, il feut alors 
réduire ies angles observes au centre *de la station , ainsi qu'il est en- 
seigné dans «es^earesage» cites c i d es sus. 

Le» augfes ainsi réduits ttu ceuttie de la station, se réduisent ensuite 
è l'horizon , quand les angles de position ne sont pas situés dans 4e 
plan horizontal que l'onimagine passer par le centre de Frnstrument : 
4a p r oje e ti o n sur ce plan de 4'angle incliné , se n omme réduction 
A l'horizon. La raison 4e cette réduction est que t dans le système de 
projection* adopté pour présenter les positions respectives dee-ofe- 
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U('aiiiiw , pour calculer ions ce pont de v^ le* cardes tariangb*» 
de réduire leur* angles an plan acné de ces Astances: il existe des 
tables qui abrègent runaidn shif ani ce» iirl unions. 

Lorsque les anales des triangles de b ftismk ihûW, sont niduitsà 
rhoriBOo , on ajoute cenx d'un sncane triangle , et b sosnsne que fesm 
obtient siupasu niuMaiuuMul deux antres droits, parce efue ks 
angles ajoutes sont cenx «Ton triangle aph cn qn e , dont les côtes très- 
pen courbes, à b vérité , représentent les dntsncss cnrriiignes com- 
prises entre les verticales des stations (*). Ensuite lexce» dont il 
s'agit , et uni est en même temps affecté de l'erreur de Fuh n u i ation , 
est reparti mdtstitictenient par tiers snr les trois angles dm triangle. 
Quand ces angles sont ainsi réduits à ne valoir que denx anales 
droits , on procède an calcul des distances en les rouisriVraul seub- 
ment comme des cotes de triangles rectilignes : ils sont nésnasoms 
des arcs de grand cereb de b s p hère ,dont b rayon est b même que 
celai deb iigm* giodénque on de b base reoniiepréalablement à an 
. urreau constant, c'est-à-dire, à on arc de grand cercle. 

An lien de ramener par -cette voie b résolution des tria n gles sphé- 
riejues à celles des triangles rectilignes , on peot ramener bs angles 
horizontaux anx angles entre les cordes qui sontandent les ares entre 
ks stations : alors les triangles à calculer sont réellement des triangles 
rectilignes j cette rédaction est pratiquée par quelques géomètres, et 
notamment par M. Dehanbre. Après avoir ainsi réduit tons les 
angles horizontaux anx angles entre les cordes, on résont les trian- 
gles de b chaîne à l'aide de b base mesurée, et de ce principe de 
trigonométrie rectiligne, que dans les triangles ks sinus des angles sont 
proportionnels aux cotés opposés. 

Puisque les triangles dont b canevas d'une carte est formé, sont 
fiés les uns aux autres , il s'ensuit qu'il suffit, à b rigueur, de con- 
naître ou de mesurer un seul de leurs cotes, pour pouvoir calculer 
tontes les distances entre les signaux on ks sommets des angles. Le 
mesure de ce coté on de cette base , est une des opérations les plus 
délicates et les plus importantes de b géodésie. Il est +*****ût\ qu'une 
base ne soit pas trop petite , qu'elle soit établie sur un terrain de 

O U somme des angle* de tattttrbngbsph&riane, est moindre «ne sût 
•t plu» grande gue deux angles fruits (XVO. tfaéor., JX, corail l et U)« 
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ttivean , oir plutôt que la ligne géodésique qui la représente , soie 
droite, et que sa longueur soit réduite à l'horizon , ou an nhrean de 
la mer. Ceux qui voudraient connaître les véritables procèdes à em- 
ployer pour la mesure d'une base , dans les grandes opérations géo- 
désiques, le» trouveront développes dans le grand ouvrage de 
M. Deiambre , et dansée Traité de Géodésie de M. Puissant. 

Un plan eslorienté, lorsqu'on connaît l'angle qu'une de ses lignes 
•principales fait avec le méridien terrestre, parce qu'alors on peut 
assigner la place de chaque objet à l'égard des quatre points cardi- 
naux. Cet angle que l'on nomme azimuth , donne la direction des 
côtes dn triangle par rapport à la méridienne terrestre. 

Lorsqu'on ne /attache pas à une exactitude rigoureuse, on peut 
former le canevas d'une carte de la manière suivante : 

Soient (Fig.ifô) A, B, G, D, F, G, H, K, L les points fondamentaux 
d'un plan, points qui sont représentes par des signaux naturels ou arti- 
ficiels que l'on. établit convenablement, en faisant la reconnaissance 
du pays. On dessinera à vue tons les objets sur un croquis ou brouil- 
lon , sur lequel ou doit noter les différentes mesures que l'on prendra 
dans le cours de» opérations , et l'on y tracera la base AB , des extré- 
mité* de laquelle on aperçoit plusieurs des points C, D, F...., ayant 
aoin, comme nous l'avons déjà observé, que cette base ne soit pas 
trop petite par rapport à< la distance de ses extrémités aux points 
visibles. Ensuite on mesurera au point A les angles GAB, DAB, 
HAB , FAB , GAB. Ces observations étant faites à la première sta- 
tion A , .on ira en faire de pareilles à la seconde station B , c'est-à-dire, 
qu'on relèvera les angles GBA, DBA, HBA, FBA, GBA ; enfin, 
on mesurera la basé AB. On voit que , de cette manière , on con- 
naîtra dans chacun des triangles ACB , ADB.... un côté et les angles 
adjacent : on calculera donc facilement {trig. ) les distances AC, CB, 
AD, DB«.., à l'aide desquelles et de la base AB, on déterminera sur le 
mis au, net, et d'après l'échelle adoptée, les positions respectives des 
points G, D, F, G, H, soit par la méthode si connue des inter- 
sections ,' soit par le moyen d'an rapporteur qu'on trouve dans tous 
les étuis de mathématiques. 

Il reste à placer sur la carte les points K, L qui n'ont pu être aper- 
çus du point A, mais qui peuvent l'être des points B et H. A cet effet, 
on considérera BH comme une nouvelle base qui servira pour lier ces 
nouveaux points an premier système, en observant les angles 
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KHB, LHB, KBH, LBH, parce qu'on connaîtra de raeme dan» 
les triangles KHB , LHB deux angles et un coté. Il no «era fia» 
nécessaire de mesurer la distance Bel , puisqu'elle est donnée par ia 
résolution du triangle AHB. 

Mais lorsqu'on fart dépendre la position d'un point de ,ce4ks des 
autres points déjà placés, il arrivé qu'une erreur déjà oofemtfisedanâ 
la détermination graphique de l'un d'eux , inéta-suria position de 
tous les autres points subséquent. Maison les fixant k l'aide de Jenrs 
distances à deux droites fixes , par exemple , à k nieVsiienne dn lien 
de la carte et h sa perpendiculaire (j4$tr. éiém. de M. Ito*), on 
rend leurs positions indépendantes ies unes des antres. Cette méthode 
exige store que l'on calcule les distances dont il s'agit» an moyen des 
triangles et de Yazimuth d'un dés cores de la chaîne. 

Pour fixer les idées à ce sujet, soient {Fig. %ifi) AX jasnnndsenne 
du lieu A, et AY la perpendkulatoe , et supposons ^ue ies triangles 
AMM', km M',etc., fassent partie d'un réseau trigonométrique ton de- 
mande le» coordonnées des points m , M, M', etc. , c'est-* dire» ies 
distances ans droites AX et A Y des points m, M, M-, M", etc. , ies» 
quelles sont Apetpm, APet PM , AF et PM', «te. SrfangkasÀP 
es Taziniuth observé, il est clair que ton» les triangles «eronl «WeaJea, 
et que Ton connaîtra aisément les autres atâmoths MAP» M'AP^ete* 
puisque les angles MAM*, fli'Ans, etc., sont connus. Ainsi, en menant 
par les sommet» de tons les triangles de la chaîne , des parallèles* ht 
méridienne et à Sa perpendiculaire , les cotes dn triangle du réseau, 
seront les hypoténnses de triangles rectangles que iVm sak résoudre. 
Par eïemple, la résolution des triangles rectangles APM, APW, don- 
nera les videurs des coordonnées ou des distancés AP et PM , AP" et 
PW des points M et M'. La résolution dn triangle M' W h dans 
lequel Fazimnih M"M6 est connu, donnera les distances &M", eM* 
en sorte que les distances du point M* à la perpendtcnlaiseet à la mé- 
ridienne , seront 

AP" s= AP' -♦- M'*, P"M" ss P'M' — bM". 
Pareillement, lorsqu'on aura calculé les distances dM"» *&£'"*«* 

AP"' c* AP" -t- M'Vj P*M'" ~ F/M" -h m"', 
et ainsi du reste. 
Cést de cette manière que les distances des lieux iMa. France a ls> 
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méridienne et à la perpendiculaire qui passent par l'Observatoire d« 
Paris , ont «té calculées pour former la carte de cet Empire. 

Après avoir ainsi formé le caneTas d'un plan , il reste à figurer 
tous les objets qui doivent couvrir la surface, comme les masses dfi 
maisons, les rivières , les ruisseaux , Jes chemins, les limites des dif- 
férentes cultures, en un mot, toutes les propriétés particulières. En. 
général , il j a deux manières de lever les deuils : la première est 
de tracer autour rie l'espace Ù figurer, un polygone quelconque du 
plus grand nombre possible de cotés , puis d'abaisser des perpendicu- 
laires de toutes les sinuosités du terrain sut «es cotes pris pour bases; , 
la seconde qui facilite singulièrement f évaluation des surfaces 
agraires , est d'abaisser des perpettsucolatres de tous les angles du 
périmètre des masses à lever, sur des lignes 'directrices OU bases que 
l'on rattache aux côtés ûes triangles du canevas. Il est de règle, en 
topographie, de projeter tontes les surfaces sur Un plan horizontal 
par des perpendiculaires à c€ plan, ou de taire la -ptojétftion ortho- 
gonale du terrain : c'est ce que les arpenteurs nomment méthode de 
cultelU&ioh , p r e téite M e à celle que l'on nomme méthode de déve- 
ioppenUSht* En eJfet? H eefaït impossible de &k* f afetorder les parties 
d'un plan dont les unes auraient été mesurées dans le sens horizontal 
et les autres suivant la pente du terrain ; d'ailleurs il est reconnu que 
le produit de la Oukase n'est p*s tepjo«*s pceffeO rtio # s * H a la snrfece : 
#a eflèt r on champ placé «Or un coteau nv produit pas ajtfant ^u'nn 
xhamp de même superficie et de .rn^as qualité, «tué en plaica? . 
Ainsi ^ pour faire légalement le partage des terres, il faut, au lieu de 
Jes> diviser en parties, égales, si telle «et la eondâtioa, les divise* en 
parties qui soient entre «lies «a raison inverse 4e leurs produits» • 
Après «voir forme les détails d'os plan par l\»ô des méthodes 
mpo s éto pt^oedoflom6nt> on procède «a eaJcttf -des sqperssoia* de* 
diverse* propriétés partionWees» et il est An «nova* de e«st«4et 4a 
leur exactitude j c'est d'évaluer en masse l'étendue superficielle déjà 
totalité dû plcm » opération qu'il est aisé fVetftet«et> puisque f*r le 
mode 4e eoastrtfWtea d* oaaevaa tei g e no s n etrique f il ne s'agit jpfe 
A «Val«er?e**fee»4es triangles btdes*rap«*esyof4angles denUe ceneves 
•est composé. 

. Rom proposerons pour exemple * de déterminer l'aire du potygtme 
qnsleenqae ABC » etc. ( e?%, »4$ )> dont en connaît las d*t*s*©*s dçs 
sommet» def aggifs èlem wti te P * Aï *^#*jesjejsriioolair« A&. 
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Soient 
A* = ii», 6jK* = B, 4jB6 = i3j A5 = ai>45îCtft=8; 

Ac==i5jIW=i9,4;^=7;^=^»4j Hi = : 5;K:*==i<>>^=i8,4; 

Gff=8, a;% = a6, 85;F/=i4 î5 /=ii, 4; EX=4î 
/X=«5jNX = 3, 

on aura 

n». e. 

aire ( AKA ) = n,6 x 4> a = 48>7 a £ 

aire ( AB6 ) = ai, 45 x 6,5 = i39,4» 

aire ( BCcb ) = ai x 7,5 = i57,5o 

aire ( CDdc ) = i3,7 x 7 = 95,90 

aire ( Ddf ) = 19,4 x 3,2 = 6a,o& 

aire ( KH / ) = 5 x 5 = a5,oo 

aire ( klGg ) = i3,3 x a6,85 = 357,10 

aire ( GF/g ) = 11,1 x 11,4 = i»6>54 

aire ( JFEXf) = 9 x 5 s 45,oo 



Somme = io57,a6 
aire ( ENX ) soustractive = 3 x a = 6,0a 



aire effective du polygone = io5i,a6 

Si le terrain a mesurer élait termine par nne ligne courbe, on 
abaisserait sur la base AX menée intérieurement autant de perpen- 
diculaires qu il serait nécessaire pour pouvoir considérer, sans errent 
.sensible, le périmètre comme un assemblage de petites lignes droites , 
et le calcul de la superficie se simplifierait beaucoup, en rendant 
toutes ces perpendiculaires éqnidistantes. Car, dans ce cas, taire 
cherchée est égal au produit de la distance' commune de ces per- 
pendiculaires , par la somme faite de la demi-somme des perpendi- 
culaires extrêmes , et de la somme des perpendiculaires intermé- 
diaires. 

Supposons qu'on n'ait fait que mesurer les angles et les cotés du po- 
lygone ABCDE, etc. : dans le cas où on aurait nne faible erreur en plus 
* ou en moins sur la somme des angles de ce polygone, donnée par l'ob- 
servation , on diminuerait ou on augmenterait chaque angle de cette 
erreur, divisée par le nombre des côtes, en supposant toutefois que 
les angles aient été observes dans le même plan et aux sommets 
- A, B, C, D, Ë. U est aussi -nécessaire de vérifier sur le terrain, si le» km- 
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gueurs des côtés sont exactes. À cet effet, et en supposant un pentagone,' 
on l'inscrit dans le rectangle xyzt {Fig.ilfi), dont on détermine Je» qua- 
tre cotés dans les triangles rectangles BCr, DCy,ED*,EAf, dans chacun 
desquels on connaît l'hypoténuse et les angles, et on reconnaît qu'il 
ne s'est glissé aucune erreur dans la mesure des côtés, lorsque les côtés 
opposés des rectangles sont égaux. Cette vérification faite, de l'air* 
du rectangle on retranchera la somme des aires des quatre triangles 
fiCx, CDj" , DE* j ÀEf , et la différence sera Taire du polygone. On 
voit aisément ce qu'il y aurait à faire à l'égard d'un polygone d'un 
nombre quelconque de côtés. 

Ce que nous venons de dire sur le levé des plans et sur le calcul 
des surfaces, nous parait suffisant dans un ouvrage de la nature do 
celui-ci : Jes Traités de Géodosie et de Topographie de M. Puissant , 
et l'ouvrage de M. Pommiers, à l'usage des ingénieurs du Cadastre, 
forment une doctrine complète à ce sujet, et réunissent d'ailleurs 
plusieurs théories importantes développées en faveur des ingénieurs 
qui exécutent de grands travaux géodésiques. 



FIN. 
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m d iv. *....,, 43 

THÉOR. IU. Tout angle qui a son sommet entre le centre et 
la circonférence, -a pour mesure la moitié de Tare 
compris entre ses côtés , plus la moitié de Tare compris 
-entre leur-s projongemens. ,., . .44 

THÉOR. IV. L'angle formé par. deux sécantes a pour mesure la 
. moitié de Tare concave, moins la moitié de Tare con- 
vexe , ces arcs étant compris entre les sécantes* ... 4^ 

THÉOR. V. L'angle formé par une tangente et une corde a 

pour /mesure la moitié de l'arc sou tendu par la corde. . Ib> 

THÉOR. VI. L'angle formé par une sécante cj une tangente , 
a pour mesure la moitié de l'arc concave, compris 
entre le point de tangence et la sécante , moins la moi- 
tié de l'arc convexe compris entre les mêmes points. . {6 

THÉOR. VII. L'angle (orme par deux tangentes, a pour mesure - 
. la moitié de l'arc concave entre les points de tangence , 
. , moins la moitié de lare convexe entre les mêmes 
points. Ib. 

CHAP. VI. Mesure des surfaces. : 

.Définitions et notions. ,• • • • • • * < . 4^ et 47 

THÉOR. 1. L'aire d'un rectangle est égal au produit de sa base 

par sa hauteur. Coroll.^ . > . ( « . . . . . . 4& 

THÉOR* H» L'aire d'un triangle est la moitié de celle «Tan 
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rectangle de même base et de même hauteur. Corol- 
laires I , II et III« Remarque. ........ 5» 

THÉOR. III. L'airé d'un parallélogramme est égale au produit 

• de s» base par sa hauteur. Coroll. 1, 11 et III. . . . 5r 
THÉOR. IV. L'aire d'une trapèze se trouve en maltipliant la- 
somme des deux bases parallèles par la hsmteur, et pre- 
nant la moitié du produit. Remarque où on. prouve 
que l'aire d'un trapèze est encore égale au produit de sa 
.hauteur par une parallèle aux côtés parallèles , égale- 
ment distante de ces cotes. - . . • . . - .-■ . . 5» 

THÉOR. V. Les surfaces de deux triangles qui ont un angle 
égal , sont comme les- produits ou les rectangles des 
côtés qui comprennent l'angle égal. Coroll. . . . . 5£ 

CHAP. VII. Des figures semblables. 

Définitions. . . , 5$ 

THÉOR. I. Lorsqu'un des côtés d'un triangle est divisé en un- 
certain nombre de parties égales, et que par ces points de 
' division on mène des parallèles à un autre côté, ces 
parallèles divisent le troisième côté dans le même 
nombre de parties égales. Coroll. I et II. ... . lb* 
THÉOR. IL Toute droite menée parallèlement à un des côti't 
d'un triangle, divise les deux autres côtés en «parties 

• proportionnelles • . . . 55 

THÉOR. III. Si deux côtés d'un triangle sont divises propor- 

, tionnellement par une droite ,. cette droite est parallèle 
an troisième côté. * ... ~ ....... 56 

THÉOR. IV.. Deux, triangles équiangles ont les côtés homolo- 
, goes proportionnels % et sont semblables. Remarque et 
Coroll. ....*... 5j 

THÉOR. Y. Deux triangles qui ont les côtés homologues pro- 
portionnels, sont équiangles et conséquemment sem- 
blables. Remarque 58 

THÉOR. VI. Deux triangles sont semblables, lorsqu'ils ont un 
angle égal entre côtés proportionnels: Remarque et re- 
marque générale 1B. 

THÉOR. VII. Deux triangles qui ont les côtés parallèles ou 
perpendiculaires chacun à chacun, sont semblables. 
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Remarque et remarque générale Pag. 5o 

THÉOR. VIIL La ligne qui divise également l'angle d'un 
triangle, divise le côté opposé en deux segmens pro- 
. . portionnels aux côtés qui renferment l'angle. , . . 60 

THÉOR. IX. Les ligues menées comme on voudra par le som- 
met d'un triangle , divisent la base et sa parallèle pro- 
portionnellement. Cotoll 6t 

THÉOR. X. Si de l'angle droit d'un triangle rectangle, on 
abaisse une perpendiculaire sur l'hypoténuse, i°. les 
deux- triangles rectangles dans lesquels est partagé le 
triangle donné , sont semblables entre eux et au trian- 
gle total j 2 P . chaque côté, de l'angle droit est moyen 
. . proportionnel entre l'hypoténuse et le segment adjacent; 
3°. la perpendiculaire est moyenne proportionnelle 
entre les deux segmens dans lesquels elle coupe l'hy- 
poténuse. Coroll. I , II et III ,.../£, 

THr^Op.. XI. La droite qui joint le sommet de l'angle droit 
avec le milieu de l'hypoténuse , partage le triangle rec- 
tangle en deux triangles isocèles, 631 

THÉOR. XII. Les surfaces de deux triangles semblables , sont 

entre elles comme les carres des côtés homologues. . . Ib, 

THÉOR. XIII. Les parties de deux cordes qui se coupent dans 
Xkw. ceccle , sont réciproquement proportionnelles. 
Coroll. ..*... , . , . . . , . .6$ 

THÉOR. XIV. Si d'un point extérieur à un cercle on mène 
deux sécantes , les sécantes entières seront réciproque- 
ment proportionnelles à leurs parties extérieures. 
Coroll. .,...,..,...... 66 

TJIEOR. XV. Si d'un point extérieur à un cercle, on mène 
une tangente et une sécante, la tangente sera moyenne 
proportionnelle entre la sécante entière et sa partie ex- 
térieure. Coroll. I et II. .......... Ib. 

PROBL. Diviser une ligne donnée en moyenne et extrême 

raison. ............... 66> 

TJIÉOR. XVI. i°. Deux polygones semblables sont composés 

d'un même nombre de triangles semblables chacun à 

■ chacun et semblablement disposés j a°. réciproque* 
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mena deux polygones composés d'an m&ne nombre de 
. triangle» semblables , /et scmblahleaient disposes , 
sont semblable*. ............ 67 

THËOB. XVII. 1*. Les contours ou périmètre? des polygones 
semblables , sont comme les côtes homologues; , 3?. les 
surfaces sont comme les carre* de ces mêmes côtés. . . 68 

THEOR. XVIII. Si d'un point pris au-dedans ou au-dehors 
d'un polygone, on. lire des diagonales a tons les 
angles de oe polygone , et que d'un point pris snr une 
de ces diagonales, on mène une parallèle fera cAté du 
polygone qui aboutit à son extrémité,, jusqu'à la ren- 
contre de la diagonale voisine.; si de ce point de ren- 
contre on mène une parallèle au second c.dté du po- 
lygone, et ainsi de suite, on formera un polygone 
semblable au proposé. Remarque et remarque génér. 6$ 

CHAP. VIII. Du carré cle l'hypoténuse et théo- 
rèmes analogues et dépendans. 

THEOR. I. Le carré fait sur l'hypoténuse d'un triangle rec- 
. . tangle , est égal à la somme des carrés faits sur les deux 
autres cotés de l'angle droit. Corollaires I, II, LIE et 
IV. Seconde démonstration. ... . ■■ . . . . 70 

THEOR. II. Si sur les deux côtés d'un triangle quelconque, 
qui comprennent Tangle A , on construit deux paraL- 
* lélogrammes quelconques dont on prolonge les côtés 
opposés à ceux du triangle sur lesquels ils sont cons- 
truits, jusqu'à* leur rencontre en H, et si sur le coté 
'opposé à A, on construit un parallélogramme dont les 
deux autres côtés soient égaux et parallèles à AH , 
Taire de ce parallélogramme sera égale à la somme des 
aires des deux autres . . y3 

THEOR. III. Dans tout triangle qui a un angle obtus , le carré 
du côté opposé à cet angle, excède la somme des carrés 
des deux an trescôtés, d'un rectangle qu'on assigne . Cor. , 74 

THEOR. IV. Dans tout triangle qui a un aigu, le carré du 
côté opposé a cet angle , est égal à la somme des 
carrés des deux autres côtés, moins un rectangle 
qu'on assigne. Remarque 1 et II '.' . . Ib* 
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THÉOR. V. Le carré de tonte ligne composée de denc parties, 
contient les carrés de «bacune de ces parties , plus 
deux fois le rectangle formé sur ces mêmes parties. Pag. ^5 
THÉOR. VI. Le carré de tonte ligne composée d'un nombre 
quelconque de parties , contient tons les carres cons- 
truits sur chacune de ces parties, pins denx fois cha- 
cun des rectangles qu on pent former en les multipliant 

deux à deux fi 

THÉOR. VII. Le carré de tonte ligne égale à la différence de 
denx lignes , contient la somme des carrés construits 
sur chacune de ces dernières lignes, moins le double de 

leur rectangle Ib. 

THÉOR. VIII. La différence des carrés de denx lignes , est 
égale an rectangle ayant pour coté la somme et la diffé- 
rence de ces lignes Ib, 

THEOR. IX. Dans un triangle , si Ton mène une droite du 
sommet d'un angle au milieu de la base , la somme des 
carres des côtes qui comprennent l'angle , est égale à 
denx fois le carré de la ligne qui divise la base, plus 
denx fois le carré de la moitié de cette base. . . . 77 
THÉOR. X. Dans tout parallélogramme , la somme des carrés 
des côtés e$t égale à la somme des carrés des diago- 
nales. . . Ib. 

CHAP. IX. Des polygones réguliers inscrits et cir- 
conscrits au cercle. 

Définitions* 78 

THÉOR. I. Deux polygones réguliers d'un même nombre de 

côiés , sont deux figures semblables. Coroll. • • • ;9 

THÉOR. II. Tout polygone régulier peut être inscrit dans un 

cercle et loi être circonscrit. Remarque Ib* 

PROBL, I. Étant donné un polygone régulier inscrit , circons- 
crire 9 la même circonférence un polygone semblable. 
Corollaire , remarques I et II 60 

THÉOR. III. L'aire d'un polygone régulier, est égale à son péri- : 
mètre multiplié par la moitié du rayou du cercle ins- 
crit, Rem a t que 83 

THÉOR. IV. i°. Les périmètre? des pofygones réguliers, d'an 
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même nombre de cotes , sont comme le» rayons des 
cercles inscrit- et circonscrit ; a°. leurs surfaceajpont 
comme les carres de ces rayons. ..... Pag. 8£ 

THÉOR. V. i°. Le carre du cote' d'un carré inscrit à un cercle, 
est égal au double du carre' du rayon ; a°. le côte du 
carre' circonscrit est égal au diamètre. Coroll. IetlI. Jb, 

THEOR. VI. i°. Le côté de l'hexagone régulier inscrit, est égal 
au rayon du cercle ; . 2 . le carré, du. côté du triangle 
équilatcral inscrit, est égal à trois fois le carré du 
rayon ; 3°. le côté du triangle équilatéral circonscrit , 
est double du triangle équilatéral inscrit 5 4°- ta surface 
de l'hexagone inscrit , est les trois quarts de celle de . 
l'hexagone circonscrit $ 5°. la surface du triangle équi- 
latéral inscrit, est le quart de celle du triangle équila- 
téral circonscrit. Coroll. I et II , . 85 

THÉOR. VIII. Le carré du côté du pentagone régulier inscrit, 
est égal au .carré du. rayon ., plus, le .carré du côté du 
décagone régulier inscrit au même, cercle. . . . ' . 87 

PROBL. II. Construire géométriquement les côtés du décagone 

, et du pentagone régulier inscrit. Coroll. 1 et II. . . 88 

PROBL. III. Inscrire au cercle un eptagone régulier. Remarq. ; 89 

CHAP. X. De Taire du cercle. 

THEOR. I. Deux circonférences sont entre elles comme leurs 

rayons. 91 

THÉOR* IL L'aire du cercle est exprimée parla moitié du pro- 
duit de sa circonférence par son rayon. Coroll. I, H , 
IlIetIV. . 92 

THÉOR. III. La surface du secteur, est égale à la moitié du .pro- 
duit de Tare de ce secteur par le rayon. Remarque. . 94 

PROBL. I. Étant données les surfaces d'un polygone régulier 
inscrit et d'un polygone semblable circonscrit , trouver 
les surfaces des polygones réguliers inscrit et circonscrit 
d'un nombre double de côtes. Coroll. ..... 95 

PROBL. II. Étant donné le côté d'un polygone régulier inscrit , 
trouver celui d'un polygone régulier inscrit d'un nom- 
bre double de côtés. . 98 

PROBL, III. Étant donné le côté d'un polygone régulier inscrit, 
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trouver te côté du polygone régulier circonscrit du 

jpaèmc nombre de côtés Pog. 98 

THÉOR. "J Ce théorème et ce problème sont encore relatifs à 
IV et \ l'évaluation approchée dé la circonférence en 
PROBL.V.J parues du rayon 100 et 101 



CHAP. XI. Trigonométrie rectiligne. 

Motions .• . . . ioî 

PROBL. I. Étant donnes l'hypoténuse et un coté , trouver le 

troisième côté et les deux angles aigus. 10S 

PROBL. II. Étant donnés les deux côtes de l'angle droit, trouver 

l'hypoténuse et les angles. 109 

PROBL. III. Etant donnés l'hypoténuse et on angle, trouver les 

deux autres côtés Ib. 

PROBL. IV. Étant donné nn côté de l'angle droit avec l'un 
des angles' aigus , trouver l'hypoténuse et l'antre 
côté- 110 

PROBL. V. Étant donnés denx angles et nn côté, trouver le 

troisième angle et les deux antres côtés. Coroll. . . Ib. 

THÉOR. I. Dans tout triangle, les sinus des angles sont dans 

le rapport des côtés opposés à ces angles 11 1 

PROBL. VI. Etant donnés deux côtés avec l'angle opposé à 
l'nn de ces côtés, trouver le troisième côté et les deux 
ancres angles 112 

THEOR. II. La somme des sinus de deux arcs, est à la différen- 
ce des mêmes sinus , comme la tangente de la moitié 
de la somme des deux arcs , est à la tangente de la 
moitié de leur différence. •.-.-. . • . . . . nî 

PROBL. VII. Étant donnés deux côtés avec Tangle compris, 

trouver les deux autres angles et le troisième côté. . 1 14~~ 

THEOR. III. Dans tout triangle rectiligne, le cosinus d'un 
angle est au rayon, comme la somme des carrés des 
côtés qui comprennent cet angle , moins le carré du 
troisième côté ou du côté opposé, est au double rec- 
tangle des deux premiers côtes n5 

PROBL. VIU. Étant donnés les trois côtés d'un triangle, trou- 
ver les trois angles. 1 16 à 118 

JVota. On a résumé dans deux tableaux tous les cas 
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de la résolution des triangles, rectangles ftC ooli- 
quangles. > 

CHAP. XII! Du calcul trigonomé trique. 

Notions. 119 

PROfiL. 1. Étant donnes les sinus et cosinus de deux ares , assi- 
gner les sinus et cosinus tant de la somme que de la 
différence de ces arcs. Remarque. . . . . . . ia3 

. .JVota, De ces quatre formules , fondamentales on a, 
déduit plusieurs antres 'formules et on a indique les 
sources à consulter- sur ce genre de calcul. 

CHAP. XIII. Formation des tables de sinus , cosinus , 
tangentes, etc. , rapportées à la division déci- 
male , et applications numériques. 

PROBL. I. Mesurer la hauteur d'un édifice dont le pied est 

accessible i44 

PROBL. II. Mesurer la hauteur d'un édifice dont le pied est 

inaccessible. i%5 

PROBL. III. Trouver la distance de deux points inaccessibles, i£6 

PROBL. IV. Trois points étant donnes sur une carte , on pro- 
pose d'en déterminer un quatrième par la connais- 
sance des trois angles formés par les droites qui joignent 
le point cherché aux points donnés. . . . . . . i4q 

PROBL. V. Etant donnés en mètres les trois côtés d'un trian- 
gle, trouver les trois angles i5i 

CHAP. XIY. Des plans. 

Définitions i53 

THÉOR. I. L'intersection d'une droite avec nn plan , est un 

• point. . ' ; : . . ' . . * . . .' ; . . . . i54 
THEOR. II. Une ligne droite ne peut être en partie dans un 

plan , en partie en dehors. . . ' . . . . . . . lî. 

THÉOR. III. Deux lignes droites qui se coupent sont dans un 

même plan et en définissent la position. Coroll. I , II , • - 
III,IV'et"V, . . V . . . . Ib. 

THÉOR. IV. Si depx plans se coupent, leur intersection est ' 

• une ligue droite. Corail. I et IL . . ; . V . . i55 
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PROBL. I. Construire graphiqaement l'angle' plan entre nn 
£lan donné et tout plan coudait suivant une oblique 
au premier j assigner le minimum de ces angles dièdres. 176 

CHÀP. XVI. Des angles solides. . 

Définitions et notions. : ... 177 

THÉOR.' I. Lorsque trois angles linéaires forment un angle 
trièdre , chacun d enx est pins petit que la somme des 
deux antres. ............. 180 

THÉOR. IL La somme des angles linéaires qui forment un 

• ■ angle solide, est toujours moindre que quatre droits. . i8r 

THEOR. H!. Lorsque les trois angles linéaires qui forment uq 
angle solide trièdre >, sont respectivement égaux aux 
trois angle» linéaires ^ui forment un autre angle solide 
trièdre , les plans de ces angles linéaires sont égale- 
ment inclines entre eux. Remarques I et II. Remar- 
que III , où on demie un moyen simple de fah*e un 
• . angle polyèdre 1 symétrique d'un autre*. . . . . . 18a 

THÉOR» IV. Chacun des six angles d'un trièdre, savoir les 

trois angles linéaires et les trois angles plans , a' pour 

supplément l'un- des angles d'un autre trièdre formé 

par trois plans perpendiculaires aux trois arêtes du 

. premier. Corail. i85 

CHAP. XVII. Des triangles sphéricnies , formés par 
. des arcs de grands cercles. 

Définitions et notions 186 

THÉOR. I. Tonte section de la sphère par un plan est un 

cercle. Corollaires I et H : . . igo- 

THÉOR. H. Tout grand cercle divise la sphère et sa surface 

en deux parties égales . igr 

THÉOR. III. Le centre d'nn petit cercle et celui de la sphère , 

sont sur une même droite perpendiculaire an plan du 

petit cercle Ib. 

THÉOR. IV. Par deux points donnés sur la surface d'une 

sphère, on peut faire passer un arc de grand cercle. . 19a 
Jfyota. Les deux théorèmes qui suivent ne sont 
' qu'énoncés. 
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THÉOR. V. i # « De toutes les droites qu'on peut tirer d'an 
point qui n'est pas le centre d'une sphère, à sa surface , 
la plus longne est celle qui passe par k centre , et la 
plus courte est celle qui prolongée , passerait par le 
centre j a°. les moyennes entre la pins longue et la 
plus courte , tout celles qui se terminent à la circon- 
férence d'nne même section , dont le plan est perpen- 
diculaire au diamètre passant par le point donne' ; et 
pour une même section , toutes ces moyennes sont 
égales; elles augmentent en même temps que la, dis- 
tance de la section au point donné 191% 

THÉOR. VI. i°. Les surfaces de deux sphères ne peuvent se 
toucher ni se couper , quand la distance des centres est 
plus grande que la somme ou plus petite que la diffé- 
rence des rayons j a , elles se touchent extérieurement 
et intérieurement, lorsque la distance des eentoes est 
égale & la somme ou à la différence des rayons j 3°. en- 
fin elles se coupent suivant une circonférence de 
cercle , quand la distance des centres est plus petite 
que la somme et plus grande que la différence des 

rayons . Ih. 

THÉOR. VU. . Dans tout triangle sphérique , un côté quelcon- 
que est plus petit, que la sQmme des. deux antres. . . 19S 
THÉOR. VHI< La somme des trois côtes d'an triangle sphéri- 
que , est moindre que la circonférence d'un grand 

cercle. Coroll t M . . Jb % 

THÉOR. IX. L'aire d'un triangle sphérique quelconque , est 
égal à l'excès de la somme de ses trois angles sur deux 
angles droits, la surface du triangle sphérique tri- 
rectangle étant prise pour unité. Corollaires I , II , III» 

IV et V 194 

THEOR. X. Si l'on mène un diamètre perpendiculaire au plan 
d'un grand cercle , ses extrémités seront les pôles du 
grand cercle et de tous les petits cercles parallèles. Co- 
rollaires I , H, III et IV. . . 196 

THEOR. XI. Etant donné un triangle sphérique, si de ses trois 
sommets comme pôles , on décrit trois arcs qui se 
coupent , et qui conséquemment forment un nouveau 
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triangle sphérique, réciproquement, les troif sommctt 
de ce nouTeau triangle seront les pôles des côtes du 
premier» Corollaire et remarque. ...... 107 

THÉOR. XII. L'angle entre deux arcs de grands cercles, a pour 
mesare an arc décrit de son sommet comme pôle, 
entre les côtes de l'angle , prolonges , s'il est nécessaire. 198 

THÉOR. XIII. Chaque angle de l'un des triangles du théo- 
rème XI, a pour mesare la demi-circonférence d'un 
grand cercle , moins le côté opposé* dans l'autre trian- 
gle , ou dans le triangle polaire Ib m 

THÉOR. XIV. Si sur une sphère ou sur deux sphères égales , 
on a deux triangles sphérique* dont les côtes soient 
égaux, les angles opposes aux côtes égaux, seront 
égaux. Coroll. . , . . . . 104 

THÉOR. XV. Si deux triangles sphérkrues décrits sur la même 
sphère, on sur deux sphères égales, ont au angle égal 
entre deux côtes égaux , le troisième côte' et' les deux 
antres angles seront égaux. Coroll. ...... 200 

THÉOR. XVJ. Peux triangle» sphérique» situés sur la même 
sphère , ou sur des sphères cgajes , sont égaux dans 
toutes leurs parties , lorsqu'ils ont an côte* égal adja- 
cent a deux angles égaux. Coroll. ....... 7£. 

THÉOR. XVII Si deux triangles tracés sar la même sphère, 
oa sur des sphères égales , sont équiangles, ils seront 
équilatéranx. Remarques I et U. ...... aoi 

CHAP. XVIÏÏ. Trigonométrie sphérique. 

THÉOR. I. Dans tout triangle sphérique, les sinus; des angles 

sont proportionnels aux côtés opposés aoa 

Formules pour la résolution de loua les cas des trian- 
gles spheriques. Identité des principes qui serrent de 
hase à la trigonométrie reotiligne et à la trigonométrie 
sphérique. * . . ao3 à 209 
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CHAP. XIX. De quelques propriétés des pyramides, 
des prismes et des parallelipipèdes ; des ca- 
ractères d'égalité des prismes et des pyra- 
mides. 

Définitions et notions. • aïo 

THÉOR. I. Si dans une pyramide triangulaire la base est un 
triangle éqoilatérâl , et si Us angles à la base dans les 
faces latérales sont égaux : i°. les trois arêtes seront 
égales; a°. la hauteur de la pyramide passera parle 
centre de la base. Coroll. Ls* faces seront également 
inclinées sur la base et entre elles. Remarques I , II 

et UI ai5 

IHÉOR. H. Dans tout paraHelipipède les faces opposées sont 

•égales et parallèles. Corollaire et remarque. . . . 214 
THÉpR. III. 1°. Dans tout paraHelipipède les angles trièdres 
diagonafemement opposes sont symétriques l'on de 

• l'antre j 2°. les diagonales menées par les sommets de 
•ces angles , se coupent- mutuellement en deux parties 

égales! Remarque. 2i5 

THÉOR. IV. Deux prismes sont égara et peuvent être super- 
poses , lorsqu'ils ont un -angle trièdre compris entre 

• trois faces respectirement égales et semblablcment pla- 
cées. Remarque I. Deux prismes sont <%aux -, i°. lors- 
qu'ils ont un angle trièdre égal entre trois (aces respec- 
tivement égales ; a°. lorsque la base étant égale de 
part et d'autre , ils ont de plus trois arêtes contiguët 

«égales , semWablement placées et également inclinées 
» entre elles. Remarque II. Deux prismes sont super- 

posantes , lorsqu'ils ont une base égale et une face 
•égale également inclinée sur cette base. Remarque IH. 
Lorsque les prismes sont droits, il suffit qu'ils aient 

des bases et des hauteurs égales aiti 

THÉOR. V. Deux pyramides sont égales , si elles ont an angle 
trièdre entre trois faces égales chacune à chacune et 
semblablement disposées. Remarque. Elles sont égales, 
1°. lorsqu ayant des bases égales, elles ont une arête 
«qgale également inclinée à l'égard des deux cotes coa- 
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tîgas de là base ; a°. lorsqu'avec des bases égales , 
elles ont une face égale et également inclinée sur ces 

bases 218 

THÉOR. VI. Dans tout prisme les sections faites par des plans 
parallèles aux bases, sont des polygone* égaux aux ba- 
ses , et conséquemment égaux entre eux Ib. 

THEOR. VII. Si une pyramide est coupée par un plan parallèle 
à sa base; i°. les arêtes et la hauteur sont divisées 
proportionnellement ; 2 . la section est un polygone 
semblable à la base, Coroll. ........ 319 

THÉOR. VIU. L'aire d'un prisme, non compris ses bases, est 
le produit d'une arête par le périmètre d'une section 
qui lui est perpendiculaire. Remarque aao 

CHAP. XX. Des polyèdres semblables. 

Définitions aar 

THÉOR. I. Deux pyramides triangulaires sont semblables, 
lorsqu'elles ont leurs angles polyèdres respectivement 

égaux. Remarque. . /6. 

THÉOR. H. Deux pyramides triangulaires sont semblables, 
lorsqu'elles sont composées de faces semblables et sem- 
blablement disposées. Remarque I, deux pyramides 
triangulaires sont encore semblables , lorsque les angles 
linéaires autour de deux angles trièdres, sont égaux et 
semblablement disposés, et que les arêtes qui aboutis* 
sent à ces angles sont proportionnelles; remarque II, 
deux pyramides sont encore semblables lorsque ces 
- angles trièdres delà base, en même nombre, sont égaux 

chacun à chacun.. î%ï 

THÉOR. III. i°. Deux pyramides polygonales semblables peu- 
vent toujours se décomposer en un même nombre de 
pyramides semblables et disposées dans le même ordre ; 
' 2 . deux pyramides composées d'un même nombre de 
pyramides triangulaires semblables disposées de la 
même manière dans chacune , sont semblables. Rem. I, 
deux pyramides polygonales sont semblables, lors- 
qu'elles ont l'angle polyèdre du sommet, égal de part 
et d'autre, et les faces autour de cet angle, semblables, 
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ou les arêtes qui aboutissent h cet angle, proportion- 
nelles ; remarque II , deux pyramide» polygonale» sont 
encore semblables, lorsque leurs angles. polyèdres, en 
même nombre, sont respectivement égaux ; lorsqu'elles 
ont le même nombre de faces semblables et semblable- 
mont disposée» ; ou enfin lorsque les angle» trièdre» 
des bases, en même nombre, sont respectivement 
égaux aa3 

THÉOR. IV. i*. Deux prismes triangulaires semblables sont 
composes d'un même nombre de pyramides sembla* 
blés, et semblablement disposées; a°. deux prismes 
compotes d'un même nombre de pyramides sembla- 
bles et semblablement disposées, sont semblables. . aa5 

THÉOR. V. i*. Deux prismes quelconques semblables, sont 
composes d'un même nombre de pyramide» sembla» 
Met et semblablement disposées; a°. réciproquement, 
deux prismes composées d'un même nombre de pyra- 
mides semblables et semblablement disposées, sont 
semblables. Remarque 327 

THÉOR. VI. i°. Si deux polyèdre» sont composes d'un même 
nombre.de pyramides semblables et arrangées de la 
même manière, ils sont semblables; a , deux polyèdres 
semblables sont composés d'un même nombre de 
pyramides semblables et semblablement disposées. . 228 

CHAP. XXI. Des volumes et des rapports entre les 
volumes. 

Définition» i . . . a3o 

THÉOR. I. Le volume d'un paraHélipipède rectangle est repré- 
senté par le produit des trois arêtes contigues à un 
même angle solide. Remarque et coroll Ib. 

THÉOR. II. Deux paralkUpipèdes qui ont des bases et des 
hauteurs égales, «ont équivalais, ou égaux en vo- 
lume. CorolL % . . • . a3a 

THÉOR. HI. Un paralléKpipède droit est décomposante en 

deux prismes équivalens par un plan diagonal. . • a34 

THÉOR. IV. Deux prismes triangulaires de même base, et 

de même hauteur,* sont équivalens. CoroU. I, II et HI. Ib. 
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THÉOR. V. Le Tolome d'une pyramide triangulaire, cit le tiers 
du produit de sa baie par aa hauteur. Coroll. I , II , III 
et remarque * a36 

THÉOR. VI. Si une pyramide est coupée par un plan parallèle 
à aa base , le tronc qui reste en étant la petite pyra- 
mide, est égal à la somme de trois pyramides qui au- 
raient pour hauteur commune la hauteur du tronc, 
et dont les bases seraient la base inférieure du tsonc , sa 
base supérieure et une moyenne proportionnelle entre 
ces deux bases. a3g 

THÉOR VII. Un prisme triangulaire tronqué est toujours équi- 
valent à trois pyramides de même base qui est celle du 
prisme, et ayant leurs sommets respectifs placés à 
chacun des angles du triangle formé par le plan 
coupant a4° 

THÉOR. VIII. Les volumes de deux pyramides triangulaires 
• semblables, sont en tr'enx comme les cubes des hau- 
teurs, ou de deux arêtes quelconques homologues. 
Coroll. I, H et III dans lesquels on démontre que les 
volumes de deux prismes triangulaires semblables, des 
deux pyramides polygonales semblables, et de deux 
polyèdres semblables, sont comme les cubes de deux 
arêtes quelconques homologues. ....... a4 x 

CHAP. XXII. Des corps ronds. 

Définitions a$3 

THEOR. I. L'aire convexe d'un cylindre , est exprimée par le 
produit de la circonférence de sa base par la hauteur. 
Remarque et coroll 2^6 

THÉOR. II. Le volume d'un cylindre droit , est exprimé par 
le produit de la surface de sa base par sa hauteur. 
Coroll a48 

THÉOR. III. La surface convexe d'un cône droit, est exprimée 
par la moitié du produit du côté, ou d'une arête 
du cône , par la circonférence de sa base. Remarques I 
et II a49 

THÉOR. IV. Le volume d'an cône droit, est exprimé par le 
tiers du produit de la surface de sa base par la 
hauteur, ,...*.. a5o 
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THÉOR. V. La surface convexe d'un tronc de cône droit, est 
exprimée par la moitié du produit du côté da tronc . 
par ia demi somme des circonférences des deux bases 
parallèles ' du tronc. Remarque I, la même surface 
est égale à son côté multiplié par la circonférence 
d'une section équidistante des deux bases parallèlles. 
Remarque H. . . a5o 

THEOR. VI. Le tronc de cône droit, est décomposante en trois 
cônes de même hauteur que le tronc , ayant pour bases 
le premier la base inférieure du tronc , le second la 
base supérieure, et le troisième une base moyenne 
proportionnelle entre celles-là j d'où Ton conclut le vo- 
lume- de ce tronc • . . a5a 

LEMME. L'aire décrite par un demi-polygone régulier autour de 
son axe , est égale à la circonférence inscrite au poly- 
gone total, multipliée par la longueur de Taxe du 
polygone * • 253 

THÉOR. VII. L'aire de la sphère est le produit de la circonfé- 
rence d'un grand cercle par son diamètre, c'est à dire, 
• le quadruple de l'aire d'un grand cercle. Coroll. I , de 
l'aire de la calotte et de la zone; coroll. II, la surface 
de la sphère est les deux tiers de celle du cylindre cir- 
conscrit , y compris ses deux bases j coroll. III, rapport 
entre les surfaces de deux sphères a54 

THÉOR. VIII. Le volume de la sphère est le tiers du produit de 
sa surface par son rayon. Coroll. I ; coroll. II , du vo- 
lume du secteur sphérique; coroll. III, du volume du - 
segment sphérique $ coroll. IV, du rapport entre les 
volumes de deux sphères. . a55 

CHAP. XXIII. Introduction à la géométrie des- 
criptive. 
Notions préliminaires a58 

PRORL. I. Déterminer les points dans lesquels une droite de 
l'espace, perce les plans horizontal et vertical de pro- 
jection. . '• 264 

PRORL. II. Étant donnes deux angles linéaires on deux faces 
d'un trièdre, et une inclinaison non comprise, cons- 
truire l'angle teièdre. . . ^ s65 
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PROBL. m. Étant données deux inclinaisons et la face adja- 
cente , trouver la troisième arête ou les deux autre* 
faces de l'angle trièdre. 36*7 

PRDBL. IV. Connaissant dans un angle trièdre deux faces et 

l'inclinaison comprise, déterminer la troisième face. . 269 

PROBL. V. Étant données les trois faces d'un artgle trièdre, 

trouver les trois inclinaisons *. . . . 270 

CHAP. XXIV. De la polygonométrie et du levé des 
plans. 
i°. Polygonométrie. . >. . „ i 371 

THEOR. I. Dans tout polygone, chaque côté est égal à la 
somme des autres multiplié chacun par le cosinus de 
l'angle qu'il forme avec le premier côté Ib* 

THEOR. II. Dans tout polygone, la somme des côtés multipliés 
chacun par le cosinus de l'angle que forme sa direc- 
tion dans le sens du périmètre , avec une droite quel- 
conque tracée à volonté dans le plan de ce polygone , 
est égale à zéro 37a 

THÉOR. III. Dans tout polygone , le carré d'un côté quelcon- 
que est égal à la somme des carrés de tous les autres 
côtés , moins deux fois les produits de tous ces autres 
côtés multipliés deux à deux et par le cosinus de l'an- 
gle qu'ils comprennent. . . . \ 27$ 

THEOR. IV. Le double de l'aire d'une figure rectiligne quelcon- 
que, est égal à la somme des produits de ses côtés, 
excepté un , multipliés deux à deux et par le sinus des 
angles qu'ils comprennent. Remarque. ..... 374 

PROBL. I. Résoudre un quadrilatère , ayant les données suffi- 
sautes. . . 375 

PROBL. U. Résoudre un pentagone ayant les données suffi- 
santes * 276 

PROBL. III. Évaluer la surface d'un polygone , connaissant l'un 
des côtes et les angles aux deux extrémités de ce côté, 
entre ce même côté et les autres sommets du polygone. 377 
3°. Du levé des plans 378 
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FAUTES A CORRIGER. 

Tag- 4$ > Kg* 3> 1* point de tangente, Usez , le point de taugence. 

Pag. 4a; lig. 9; la figure GHIL, lisez, la figure GHIM. 

Pag. 85, lig. 16$ le côté de l'hexagone régulier est égal, Aies, k 
côté de l'hexagone régulier inacrit eat égal. 

Pag* 87, lig. 4» *b remaniant; inscrit an même angle , lisez, ins- 
crit an même cercle. 

Pag. i3o ; lig, 6 j KG et eg % lisez y E M et em. 

Pag. 954, lig. j} du rectangle ABCF, lises, du rectangle ABIF. 
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